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Regellose Stérungen verursachen Wellenumwandlung und Riickumwandlung. Sie erhéhen die 
Dampfung und verzerren Signale. Die mittlere Dampfungserhdhung kann aus der Autokorrela- 
tionsfunktion der Stérungsverteilung oder ihrem Leistungsspektrum berechnet werden. Die Signal- 
verzerrung erscheint bei der Ubertragung von tragerfrequenten Impulsen als MitfluBschleppe oder 
Vorlaufer. Der langste Teil der MitfluBschleppe kann in seinem quadratischen Mittelwert ebenfalls 
aus dem Leistungsspektrum der Strung berechnet werden. Sie klingt im allgemeinen exponentiell 
ab. Fiir eine kleine und kurze MitfluBschleppe muB die Leitung kurz oder das DampfungsmaB der 
mafgebenden Stérwelle viel héher sein als das der Nutzwelle. 

Die Ho;-Welle im Rundhohlleiter ist in regellosen Kriimmungen am stirksten mit der H12-Welle 
verkoppelt. Die MitfluBschleppe ist geniigend klein, wenn die Hj2-Dampfung durch einen verlust- 
behafteten Wandbelag erhéht wird. 


Random imperfections in multimode waveguide cause mode conversion and reconversion. They 
degrade the transmission by increasing loss and distorting signals. The average loss is determined 
by the covariance of a particular imperfection. An r.f. pulse is distorted by forerunners or tails 
which are added to the primary signal by double conversion. The major part of these tails may also 
be computed from the covariance or spectral distribution of the imperfection. The tails fall off 
exponentially as a rule. They are low in amplitude or short when the line is short or when the con- 
tributing unwanted mode has a much higher loss than the useful mode. 

The circular electric mode of round waveguide with random wiggles of the guide axis is most 
critically coupled to the 7'Hj2-mode. The pulse tails will be sufficiently low in amplitude only when 
the 7'Hj9-loss is raised by al ossy | ining. 


sind. Zusatzlich zu den Reflexionen werden dann 
auch in einer Richtung laufende Wellen mitein- 
ander verkoppelt. Im allgemeinen sind die Wirkun- 
gen dieser Verkopplung bedeutend starker als die 
der Reflexion. 


Die Ho 1-Welle im Rundhohlleiter insbesondere 
hat diese Untersuchung von regellosen St6rungen in 
solchen Wellenleitern angeregt [1]. Im vollkomme- 
nen Wellenleiter fallt ihr Dampfungsmaf monoton 
mit steigender Frequenz. Mit der Ho;-Welle im voll- 
kommenen Rundhohlleiter hatte man also ein Fern- 
meldekabel beliebig kleiner Dampfung und beliebig 
groBer Bandbreite. Nur die Stérungen setzen eine 
Grenze. Die technischen Moéglichkeiten dieses 


1. Einleitung 


Im vollkommen zylindrischen Wellenleiter sind 
die Querschnittsabmessungen und Materialeigen- 
schaften unabhangig von der axialen Koordinate. 
In solchen Wellenleitern breiten sich die Higen- 
wellen unabhangig voneinander aus. Ihre Aus- 
breitungseigenschaften werden durch das Damp- 
fungs- und Phasenma8 vollstandig beschrieben. 
Treten Stdrungen in geometrischen Abmessungen 
oder elektromagnetischen Materialeigenschaften auf, 
schwanken sie also in axialer Richtung, dann werden 
auch die Ausbreitungseigenschaften der Higen- 
wellen gestért. Die verschiedenen Higenwellen 
treten in Wechselwirkung und Dampfungs- und 


Phasenma8 verandern sich. 

Am einfachsten sind die Verhaltnisse, wenn nur 
eine Eigenwelle ausbreitungsfahig ist, wie unter 
normalen Betriebsbedingungen in der Doppel- 
leitung oder im Rechteckhohlleiter. Die Storungen 
verursachen dann eine Wechselwirkung zwischen 
der vorwarts- und der riickwartslaufenden Welle. 
Es treten Reflexionen auf. Verwickelter sind die 
Verhaltnisse, wenn viele Wellen ausbreitungsfahig 


Kabels sind nur durch die Toleranzen begrenzt, die 
man diesen Storungen auferlegen kann. Eine griind- 
liche Untersuchung der Ausbreitung im gestorten 
Wellenleiter mu8 den Zusammenhang zwischen den 
Toleranzen und den Ausbreitungseigenschaften her- 
stellen. Das Problem wird aber hier so allgemein 
formuliert, daB die Lésung auf andere Beispiele von 
regellosen Stérungen in Wellenleitern anwendbar 
ist. 


i Peles it 
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2. Die Statistik der Stérungen 


. Wiiren die Storungen definiert als Funktion der 
axialen Koordinate z, dann kénnte man versuchen, 
die Ausbreitungseigenschaften der Wellen als Funk- 
tion der Stérungen zu bestimmen. Sind die Storun- 
gen aber regellos, so kann man bestenfalls statisti- 
sche Higenschaften der Ausbreitung durch sta- 
tistische Eigenschaften der Stérung ausdriicken. Es 
sollen im folgenden einige statistische Eigenschaften 
der Stérung definiert werden. 

Zum besseren Verstandnis geschieht dies an Hand 
eines Beispieles: 

Der Rundhohlleiter im Bild 1 ist ein Abschnitt 
einer langen Strecke von z= 0 bis 2 = L. Sein 


Bild 1. Zylindrischer Wellenleiter mit regellosen Storungen. 


Sollradius ist a. Seine Berandung ist gestort. Fiir 
den tatsachlichen Radius 


a=ao(1+ 0) (1) 


ist die Stérung 6 eine Funktion der Umfangs- 
koordinate 6 und der axialen Koordinate z. Sie kann 
durch eine Fourierreihe dargestellt werden: 
6 = >' (dp cos pO + 6, sin p86). (2) 
D0 

Die 6p und 6, sind nur noch Funktionen von z, und 
zwar regellos. 

Die Stérungskomponente 6, wird nun an einer 
groBen Anzahl k makroskopisch identischer Sy- 
steme festgestellt. Das Scharmittel 


1 
Op (2) Op (2 + u) = anes Opk(Z) Ope(2 + u) (3) 


gibt an, wie stark die Stérkomponente an der Stelle 
z mit derselben Komponente an der Stelle z + w zu- 
sammenhangt. 

Die Autokorrelationsfunktion p(w) von 6» ist de- 
finiert durch 


Be: ‘ 
plu) = lim Ff dp(2)dp(e+ mdz (4 


L—- oo 


mit dem mittleren Quadrat von 6p: 


cacao ee 1 
6; = lim ape 62 (z) dz. (5) 
LI—-co 0 
Die Fouriertransformierte der Autokorrelations- 
funktion ist das Leistungsspektrum 


co 


P(E) = 02 f p(ujeie" du. (6) 


Diese Beziehungen werden gewohnlich auf Funk- 
tionen der Zeit angewandt. & hat dann die Bedeu- 
tung der Kreisfrequenz. Hier handelt es sich aber 
um Ortsfunktionen. & ist ein MaB fiir die raumliche 
Frequenz der entsprechenden Spektralkomponente 
aus der spektralen Zerlegung von 6p. 


REY LER TE OPER ay open eam ke iy aa Bc F Mont ois STB SL CAD ONS AD ce RR aaa Ra 
' Ms RC, Re Se aod fog | Rta se as Loe ke Nett ek eons ae Z 
: , ae ni ¥ ty Pt WET UN) Oy ome She 
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Es soll angenommen werden, daf die regellosen 
Stérungen stationdr und ergodisch sind; dann sind 
alle Scharmittel gleich den entsprechenden Mittel- 
werten iiber ein System. Insbesondere ist das Schar- 
mittel (3) gleich der Autokorrelationsfunktion 


Op (2) Op (2 + &) = 65 p(w). (7) 
Diese Annahme steht kaum im Widerspruch zur 
praktischen Erfahrung. 
Die statistischen Eigenschaften der regellosen 
Stérung eines langen Wellenleiters sind sicher un- 
abhangig vom Ort. 


3. Verallgemeinerte Leitungsgleichungen 


An Storstellen im Wellenleiter treten verschie- 
dene Eigenwellen miteinander in Wechselwirkung. 
Diese Verkopplung wird durch die verallgemeinerten 
Leitungsgleichungen dargestellt [2]. Die Kigenwelle 
m wird durch ihre Amplitude gekennzeichnet. Diese 
Amplitude wird so normiert, da die von der Welle 
gefiihrte Leistung gleich dem Quadrat der Ampli- 
tude ist. Aj sei die Amplitude der vorwartslaufen- 
den Welle m und B,, die der riickwartslaufenden. 

Im ungestérten Wellenleiter gelten fiir die Ampli- 
tuden lineare Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten, die einfachen 
Leitungsgleichungen. Im _ gestérten Wellenleiter 
werden diese Differentialgleichungen miteinander 
verkoppelt und bilden ein simultanes System: 


dA wees i ] 
es Yn Am = —]j See + ¢mn Bn), 
i : (8) 
dB : - 
ag Rey aa eee 
n 


Ym ist das AusbreitungsmaB der Welle m im un- 
gestorten Wellenleiter. Die Kopplungsfaktoren sind 
proportional der StorungsgréBe. Man kann z. B. 


hreiben: 
schreiben Cnn Omader (9) 


Dabei ist Omn fiir zwei bestimmte Eigenwellen m 
und m nur noch von den Eigenschaften des un- 
gestorten Wellenleiters und der Frequenz abhangig. 
Die Kopplungsfaktoren vieler Stérungsarten sind 
schon fiir verschiedene Wellenleiterformen berech- 
net worden [3]—[6]. 

Die verallgemeinerten Leitungsgleichungen wer- 
den darum als Grundlage dieser Untersuchung 
angenommen. 

Wenn man symbolisch die B,, mit unter den Am 
beriicksichtigt, kann das System (8) einfacher ge- 
schrieben werden: 

dA 
ae + ¥m Am = —]j S Cmn An. (10) 
n 


Zu riickwartslaufenden Wellen gehért dann ein 
Ym mit umgekehrtem Vorzeichen. 
SchlieBlich wird durch die Transformation 
Ay =e? H, (11) 
ein gemeinsamer Ausbreitungsfaktor eliminiert: 


dH < 
oe =-—j 2 Cmn e'm—In)2 By . (12) 
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Fiir einen ungestérten Wellenleiter ist ZH, konstant. 
_ Jede Abhangigkeit von z wird also nur durch die 
_ Stérungen verursacht. 

E, sei die Amplitude der Nutzwelle, dann sind die 
_ E,, Stérwellen-Amplituden. Es wird nur die Nutz- 
_ welle am Eingang angeregt, so daB 


fy (0) = T, 
En(0) =0; n+1. 


Tatsachlich verschwinden die Ey, welche riickwiarts- 
laufenden Wellen entsprechen, nicht unbedingt am 
Anfang. Wenn sie aber nur geniigend klein sind, 
kann man mit Gl. (13) als Anfangsbedingung auch 
ihre GréBe angenahert bestimmen. In vielwelligen 
Hohlleitern ist, wie auch die Erfahrung zeigt, die 
Wellenumwandlung zwischen gleichlaufenden Wel- 
len viel gréfer als zwischen entgegengesetzt 
laufenden. 

Fiir geniigend kleine Stérungen kann Gl. (12) mit 
den Anfangsbedingungen (13) durch schrittweise 
Naherung integriert werden. Als erste Naherung 
ergibt sich 

Ey (2) == I ; 


E,(2) = —j J Cin (y) 


(13) 


(14) 
e4yny dy 


mit Ayn a de eee 


Diese erste Naherung wieder in Gl. (12) eingesetzt, 
ergibt als Naherung zweiter Ordnung fiir die Lésung 


zx (15) 
Hy (z) = 1 — D femta )e~4rmz f Cin(y) e4’"¥ dy da. 
0 
Durch weitere Schritte dieser Art wird die Naherung 
verbessert. Das Verfahren konvergiert fiir 


@ 
Nl cy deel. (16) 
0 


Aber nach der Erfahrung ergeben sich brauchbare 
Naherungen, selbst wenn diese recht einschrankende 
Bedingung nicht erfillt wird. 

Fir die Ausgangsamplitude mu8 iiber die ganze 
Lange des Wellenleiters integriert werden: 


L x 
By —1— 2,05 J L524 


Dabei sind die Koeffizienten Cnm der Kopplungs- 
faktoren zusammengefaBt : 


C2 = Cai Cins 


Die Storungskomponente 6, hat in dem oben- 
genannten Beispiel die Bedeutung einer relativen 
Versetzung der Berandung. Fiir andere Arten von 
Stérungen kann sie aber auch eine andere Bedeu- 
tung haben. 

Die Wechselwirkung, die Gl. (17) ausdriickt, wird 
in Bild 2 veranschaulicht. An der Stelle y wird 
durch die Stérung 6, (y)dy Energie von der Welle 1 
in die Wellen n umgewandelt. Die Wellen werden 
mit der Amplitude cin(y)dy angeregt. An einer 
anderen Stelle « verursacht die Stérung dp(x)dx 
Riickumwandlung von Energie der Stérwellen n in 


(17) 
e47n¥—2) dy dx. 
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Ws US rr ae 

Ej Ej E+E} 

En En 

le —l», 

See Nee or eee Ne ee 
z=Y Z=x 
Bild 2. Wellenumwandlung und Riickumwandlung an Stor- 
stellen. 


die Nutzwelle 1. Es addieren sich zu der Welle 1 
Riickumwandlungskomponenten der Amplitude 
Cni(x)dxv. Sie haben dem unterschiedlichen Aus- 
breitungsma der Stérwellen entsprechend den Aus- 
breitungsfaktor e4%(*—” verglichen mit der Nutz- 
welle. Die Gesamtwirkung ergibt sich durch dop- 
pelte Integration tiber Umwandlung (y) und Riick- 
umwandlung (2). 

Die Amplituden der reflektierten Wellen waren 
in Gl. (13) zwar bei z = 0 zu Null angenommen 
worden. Sie kénnen aber jetzt durch Integration 
tiber die Reflexionskomponenten entsprechend 
Gl. (14) bestimmt werden. Insbesondere ergibt sich 
so die reflektierte Nutzwelle. 


4, Dampfungserhéhung 


Die Berechnung der mittleren Dampfungs- 
erhohung in vielwelligen Hohlleitern mit regellosen 
Stérungen wurde von Rowe [7] und von Larsen [8] 
durchgefiihrt. Die Darstellung von Rowe ist sehr 
ibersichtlich. Sie wird hier als Vorbild genommen. 

Zwischen Umwandlung und Riickumwandlung 
erfahrt die Energie streckenweise eine andere Damp- 
fung als in der Nutzwelle. Die Storungen werden 
also die Gesamtdampfung andern. In praktischen 
Fallen ist das Dampfungsma8 der Stérwellen immer 
hoher als in der Nutzwelle. Die Gesamtdampfung 
wird also auch hoher als im ungestérten Wellenleiter 
sein. 

Fiir eine bestimmte Storungsverteilung kann mit 
dem Betrag von Gl. (17) die Dampfungserhéhung 
sofort bestimmt werden. Bei regellosen Stérungen 
konnen aber aus Gl. (17) nur statistische Eigen- 
schaften der Dampfungserhohung berechnet werden. 
GL. (17) wird dazu so um- 
geformt, daB die Auto- 
korrelationsfunktion (4) 
eingefiihrt werden kann. 

Die Integration in Gl. 
(17) aber die (x, y)-Ebene 
ist in Bild 3 dargestellt. 
Eine andere Méglichkeit 
zu integrieren ist mit 


w= ay (18) 


Bild 3. Integrationsbereich 


auch in Bild 3 angedeu- y)-Ebene. 
tet. Damit erhalt man 


fiir den Betrag der Ausgangsamplitude 
Z| = (19) 


of foe 


Ts u=0 y=0 
Man bildet nun das Scharmittel von | #;|. Da die 
Storungsverteilung als stationar angenommen 
wurde, ist das Scharmittel im Integranden gleich der 


in der (x, 


=|l— ) dp(y + u) e471" dy du}. 
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Autokorrelationsfunktion. Uber y kann nun sofort 
integriert werden: 


[m= (20) 


L 
1 — 62 »' 02 | (L—u)(u) e- 4 "du 
n u=0 


Solange | 2, =1, ist die mittlere Dampfungs- 
erhéhung aus Gl. (20) 
L 


a= 03 Re ss CG? | (1 = | p(u)e—4 "dur . (21) 
n 
0 

Verschiedene weitere Naéherungen entsprechen 
praktischen Verhaltnissen: Die Korrelationsreich- 
weite R regelloser Stérungen ist zum Beispiel sicher 
immer klein gegen die Liinge des Wellenleiters. Dann 
liefert m(w) nur Beitraige zur Integration im Bereich 
wu < Lund es folgt aus Gl. (21) 


L 
x = 62 Re YC: fpmesee dah (22) 


Der Unterschied im Ausbreitungsma setzt sich 
aus Dampfungsdifferenz Ax, und Phasendiffe- 
renz Afp zusammen: 


Oft ist fiir alle Stérwellen, welche die Dampfungs- 


erhohung beeinflussen, die Dampfungsdifferenz so 
klein, da8 innerhalb der Korrelationsreichweite R 


Aanu <1 (24) 
ist. Fir Storwellen so geringer Dampfung ist dann 
auch meistens der Kopplungskoeffizient Cy, mit ge- 


niigend guter Naherung reell. Unter diesen Bedin- 
gungen ist die mittlere Dampfungserhohung 


i 
C= 62 02 [ p(w) cos ABn udu. (25) 
n 0 


Wegen der begrenzten Korrelationsreichweite 
kann das Integral ins Unendliche ausgedehnt und 
durch das Leistungsspektrum (6) der St6rung aus- 
gedriickt werden: 


= 5 DCR (AB). (26) 


Hine andere Naherung fiir Gl. (22) ist méglich, 
wenn innerhalb der Korrelationsreichweite 


|Aynu| <1 (27) 
ist. Das ist natiirlich eine viel strengere Forderung 


als Gl. (24), denn die Phasendifferenz ist meist viel 
groBer als die Dampfungsdifferenz. Wird sie erfiillt, 


so ist % = @(0) Re jo Cnt. (28) 


Mit Gl. (28) kann eine wichtige Aussage iiber die 
Ho 1-Welle im Wendelhohlleiter gemacht werden [9]. 
Fir jede Art von Querschnittsst6rungen ist die Sum- 
me tiber die Quadrate der Hom-Kopplungskoeffizien- 
ten in Gl. (28) ebenso groB im Wendelhohlleiter wie 
im metallischen Hohlleiter. Darum ist fiir Ho,,-Wel- 
len die mittlere Dampfungserhéhung im Wendel- 
hohlleiter ebenso groB wie im metallischen Hohl- 
leiter. 

Mit Gl. (22) oder ihren Naherungen (25), (26) und 
(27) kann man immer die mittlere Dampfungs- 
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erhohung bestimmen, wenn nur die Autokorrela- 
tionsfunktion oder das Leistungsspektrum der regel- 
losen Storung bekannt ist. 


5. Signalverzerrung 


Mit dem Mittelwert der Dampfungserhéhung 
k6nnen keine geniigend vollstandigen Aussagen tiber 
die Signalausbreitung im Wellenleiter gemacht wer- 
den. Man braucht dazu noch weitere statistische 
Eigenschaften. Zum Beispiel miiBten noch das 
Schwankungsquadrat und Leistungsspektrum der 
Dampfungserhéhung als Funktion der Frequenz be- 
kannt sein. Auch miiBte man noch entsprechende 
Aussagen iiber die Phasenverzerrung machen kon- 
nen. 

Hier soll eine Berechnungsmethode angewandt 
werden, welche direkt die gefragten statistischen 
Higenschaften der Signalverzerrungen selbst liefert. 
Diese Methode hat schon bei der Untersuchung der 
Verzerrungen von Fernsehsignalen in Koaxialkabeln 
niitzliche Ergebnisse geliefert [10]. Den verwickel- 
teren Verhaltnissen in vielwelligen Hohlleitern ent- 
sprechend, mu der Ansatz hier aber allgemeiner 
gewahlt werden. 

Am Eingang des Wellenleiters soll fiir die kurze 
Zeitspanne 7’ die Nutzwelle mit der Frequenz 2 und 
der Amplitude 1 angeregt werden. Die Zeitfunktion 
der Eingangsamplitude ist dann 


1 Tee A eee 
a(0,t) = — [sino Fede! ae (29) 


Zur Zeit t’= 0 ist gerade die Halfte des Impulses 
eingespeist. 

Ware der Wellenleiter ungestért, und hatte die 
Nutzwelle ein frequenzunabhangiges Dampfungs- 
mafs und eine lineare Phasencharakteristik, so 
wiirde dieser tragerfrequente Impuls nach entspre- 
chender Laufzeit unverzerrt den Ausgang erreichen. 

Es wird hier nun angenommen, da die Damp- 
fung und die Laufzeit der Nutzwelle dispersionsfrei 
sind. Signalverzerrungen, die durch diese Dispersion 
entstehen, sind ja schon friither untersucht worden 
und kénnen hier unbeachtet bleiben. Die Zeitfunk- 
tion der Ausgangsamplitude ergibt sich dann zu 


ay (L, t) =e ab ay (0, t) aa 


(30) 
Der neue Taiabheen 
Ste: (31) 


beriicksichtigt die Laufzeit der unverzerrten Nutz- 
welle. In Gl. (30) ist die Abkiirzung Q, gemaB 
Girl Leelee 
Qn(2+ 0) = OF(Q +0) ff d(x) dp(y) x 
z=0y=0 
x el4on(2+)+j4Bn(Q+)](y—2) dy dz. (32) 
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Sinngemaf kann fiir sie der Name MitfluB® aus der 
Koaxialkabeltechnik iibernommen werden. Die Zeit- 
funktion des Mitflusses wird dort als MitfluBschleppe 
_ bezeichnet. Hier erhalt man die »-te Komponente 

dieser Mitflu&schleppe aus der Summe in Gl. (30) 


co 


iL f MS es 
Gn (t) == | sino scl Qn(2 +0) 92. 
wT 2 (aa) 


—co 


(33) 


Im folgenden wird nur eine Komponente der Mit- 
fluBschleppe betrachtet. Die Indizes n und p in 
Gl. (32) und Gl. (33) werden darum ausgelassen. 

Es wird nun angenommen, da in einem geniigend 
weiten Bereich um die Tragerfrequenz Q2 auch die 
Stérwellen hinsichtlich Dampfung und Laufzeit dis- 
persionsfrei sind. Dann ist 


Ay(Q+ o)=Ay+jtm 


mit Ay = Ay(Q2) und oe (Q) = t als Differenz 


(34) 


im Laufzeitma zwischen Stérwelle und Nutzwelle. 
Ebenso werden die Kopplungskoeffizienten in der 
Umgebung von 2 frequenzunabhiangig angenom- 
men. Dieses sind Vernachlassigungen, die wohl noch 
genauer gepriift werden miiBten. Alle wesentlichen 
Vorgange werden aber trotzdem immer noch erfaBt. 

Die MitfluBschleppe wird durch Einsetzen von 
Gl. (32) in Gl. (33) 


C 
q(t)= = - f ext) ae x 
z=0 
co jo (t+ 12) jo (t- = —r2) da 
Xx ii e —e x 
@ 
= "00 (35) 
< [ daerer ay 
y=—oo 
mit O12) == 0(x).e~ =)” 
und 
RO) fir —o<y<0, 
da(y) = 4 d(ye4”¥ O<y<, (36) 
0 r<y<o. 


Das Doppelintegral in Gl. (35) 1a8t sich noch wei- 
ter auswerten. Man setzt voriibergehend 


Ate 


oie 


ie 


Fir die inverse Fourier-Transformierte von 062(y) 
schreibt man 


Fa(6) = 5— i Seyleitvdy, (37) 
dann ist = 
do(y) = | Fe (é) e784 dé. (38) 
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Man integriert Gl. (38) zwischen den angezeigten 
Grenzen iiber y: 
a—(t/7) —(t,/r) 


J be) dy = J d2(y) dy = 
7 se( a) dé 
== ee ee 
Jo 2(€) ie 


Kinsetzen von Gl. (37) und die Transformation 
& = wt ergeben 


E=—0oo 


a—(th/7) 
— | d2(y) dy = 
yaa 
1 , d p ee 
is jo(t,—t2 ey) jar 
=e oe [o ( 2) - d2(y) e3 Y dy. 
w=— co y =—oo 
Man erhalt damit fiir die MitfluBschleppe 
eer’ 
iH Cea oe 
q(t) = C? f d1(x) dx [ da(y)dy. (41) 
z=0 t ie 
Ered lar 


Werden 06; und 62 von Gl. (36) eingesetzt, so ist 
zu beriicksichtigen, daB d2 nur im Bereich O<y <2 
von Null verschieden ist. Das Doppelintegral 


q(t) = 2 [ | (a) d(y) eA +i48)y—2) dy da (42) 
x(t) y(t) 


erstreckt sich also nur tiber den in Bild 4 angegebe- 
nen Bereich. 

Da die Storungen regellos verteilt sind, konnen 
wieder nur statistische Eigenschaften der Mitflub- 
schleppe festgestellt werden. Bei der Bildung des 
Scharmittels kann fiir die stationadre Verteilung die 
Autokorrelationsfunktion eingefiihrt werden: 
qi) =C?B [ f o(a—y) e440 0—2) dy dee. (43) 

x(t) y(t) 
GemaB Bild 4 wird 
nur tber Bereiche in- 
tegriert, in denen 


“ TE 
aire i Ook 
44 
Wenn nun (s) 
t Gp Oites L 
Se 8 i 


Bild 4. Integrationsbereich zur 
Berechnung der Mit- 
fluBschleppe. 


also groBer als die 
Korrelationsreich- 

weite ist, dann ver- 
schwindet im Integrationsbereich die Autokorre- 
lationsfunktion und mit ihr der Mittelwert der Mit- 
fluBschleppe. Anteile der MitfluBschleppe, die spater 


wh ’ ae 
ass te tae tk den Ausgang erreichen, sind im 


a 


Mittel Null. 

Die Stérstellen, von denen diese Anteile durch 
Umwandlung und Riickumwandlung erzeugt wur- 
den, liegen so weit auseinander, dab sie nicht mehr 
korreliert sind. 
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Diese Aussage fiir den Mittelwert der MitfluB- 
schleppe soll geniigen. Fiir den quadratischen Mit- 
telwert kann namlich auch nur in diesem Zeitbereich 
eine einfache Aussage gemacht werden. 

Das Quadrat des Betrages der MitfluBschleppe 
ist 


|a(¢)2| = 29) 
= (04) ff 8 (x) 6 (a1)e— 4a +148) (40-548) dards x 
x f [6 (y) 6 (yr) 04% + 140) u + (4x— 140) dy dyn . 

yn 


Es wird dabei angenommen, daB fiir eine be- 
stimmte Stérkomponente 6 nur eine Stérwelle mab- 
gebend zur MitfluBschleppe beitragt. 


4h ; . 
Fiir Zeiten spater als ¢ — ois tR sind d(x) und 


6(y) im Integrationsbereich unkorreliert. Der Mit- 
telwert von Gl. (46) kann iiber d(x) und 6(y) unab- 
hangig gebildet werden: 


|q(é)?| = (47) 
—|'CF of {p(w —ay)e— 42 +a)—-i4B@—m) dx day Xx 
G Wy 


4 i fey == Y1) e 4a(y + us) — J4B (nm —*) dy dyy R 


YN 
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Zur Auswertung der Integrale werden die Varia- 
blen transformiert : 


ee, 
—a a, 

Op se) (48) 
0— 0, 
Oil Ul 18 


Die Funktionaldeterminante dieser Transforma- 
tion ist 0,25: 


dx da, dy dy, = z dy du dv’ du’. 
In den Integrationsgrenzen wird abgekirzt: 
Vise i ae 
Dial iat 
Aus Gl. (47) wird damit 


(49) 


[a2 = + | C4| 2 J p(u) en 4Pudu J e420 dy x 
x f p(w!) e140" du’ f e420" de’. (50) 


Die neuen Integrationsbereiche in den (w’, v’)- 


und (u,v)-Ebenen sind mit in Bild 5 angegeben. 
Auch hier ist zu _ beriicksichtigen, daB immer 
vy’ SS | w’ 


sein muB. 

Die schraffierten Bereiche in den 
Ebenen des Bildes 5 deuten den Korre- 
lationsbereich der Storung an. Nur in 
diesen Bereichen hat die Korrelations- 
funktion endliche Werte. In der (v, w)- 
Ebene darf, da die Korrelationsreich- 
weite A wohl immer klein gegen die 
Leitungslange L ist, die Integration 
liber w bedenkenlos von — co bis co 
ausgedehnt werden. Ist die Dampfungs- 
differenz geniigend klein, so daB 


ff e 4%" ~ |] innerhalb der Korrelations- 


GH = etd ei | 


20-uU 
LLLILLLELILLLL LLL LLL LLL 
MLLLLESLLLLLLLLL LLL LALLA LLL -y 
u Aik, 
y— 
-20-uU 


v-2(A+@) 


Bild 5. Integrationsbereiche bei der quadratischen Mittelung. 


Die Integrationsbereiche in den (y, y1)- und (a, x1)- 
Ebenen sind in Bild 5 angegeben. In der (y, y1)- 
Ebene ist zu beriicksichtigen, daB die untere Inte- 
grationsgrenze von y der gréBere von den beiden 


t T 
Werten 0 und x — — — >— bzw. von y der gréBere 
@ as 


t : 
sony (0) WuaKel wey = 3 RH, 
T 2% 


reichweite, dann kénnen die Integra- 
tionsgrenzen tiber v von 2(A — @) bis 2Z 
genommen werden. Die Abhangigkeit 
dieser Grenzen von uw kann dann also 
vernachlassigt werden. 

In der (v’, u’)-Ebene braucht die 
Integration nur zwischen solchen Gren- 
zen beriicksichtigt zu werden, fiir die 
wu < k, denn nur dann liefert die nach- 


v-2(A-g) folgende Integration iiber w einen Bei- 


trag. Nimmt man nun 9 & R an, so 
k6énnen auch hier die Integrationsgren- 
zen tuber w’ von — oo bis co ausgedehnt 
und die Integrationsgrenzen tiber v’ 
von v —2(A + @) bis v —2(A — 0) genommen 
werden. 

Man muB8 schlieBlich bei diesen Naherungen nur 
noch beriicksichtigen, daB die Integration nie itiber 
negative v’ ausgedehnt werden darf. Das wird er- 
reicht durch Aufspaltung der Integration iiber v von 
2(A — @) bis 2(A + @) mit v’ von 0 bis v — 2(A — 0) 
und v von 2(A + 0) bis 2L mit v’ von v — 2(A + 0) 
bis v — 2(A — 9): 
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[a()[? = + | C4] 8 f p(w) e349" du x 


2(A+e) ro) v—2(A—e) 2D (51) 
ey ae ; ae 2 oo y—2(A—0) 
1s J e “dv f p(u')e i4Bu' dy’ [ e420 dy! + f[ e- 4° dy [ p(w’) e548" du’ [ 42’ dv’ 
2(A—@) 00 0 2(A+e) —co v—2(A+e) 


: Gl. (51) gilt aber nicht mehr fiir 4 > Z — 0, denn dann wiirde ja die obere Grenze der Integration 
tiber v gréBer 2 werden, also iiber die Gesamtlinge hinausgehen. Fiir diesen Bereich, naimlich fiir 


L—exA<Lio, 
ist der Mittelwert des Quadrates einfach 
: v—2(A—e) 


ate | a 2 
Jat)? = 714] | p(u)e t4eudu fod do f p(w’) emi4ew du’ f o4H*' do’. (52) 
—oo 2(A—e —co 0 


ae Integrationen in Gl. (51) und (52) iiber v’ und v kénnen nun aber ohne Schwierigkeiten ausgefiihrt 
werden. 

Fiir die Integrale uber w’ und w kann gema® GI. (6) das Leistungsspektrum der Stérung eingefiihrt wer- 
den. Ks ergibt sich so schlieBlich fiir das mittlere Quadrat der MitfluBschleppe 


. az. cm 


faye = os] SAM) oeaeo fa 1 ~ tee) [2 An (Ls — 20) —| 
g TOR abe ? {4Aao+(l—e ) (2 da (L — 20) — 2Aa(A — @) — 1J} (53) 
fiir ettR<A<L—o 
P(A 

UTI" as fata |? =| 04] SIO o2set-0[2 Aa (Ls — A+ 9) + e-2th- 240) (54) 
pire: Spa Aal-+o. 

Der quadratische Mittelwert ist mit den primaren Parametern ¢ und 7 (55) 

Aa Shi Aa 

a OAayene oa A See 1/2 

Vie@P=le2 oP No em eee 2 Aa (Z— =| 2 (a =) — 3] 
2 Aa t T T 2 

fiir Sue tl an 


eer D(A 
und Vla()|? =|C|? ae e 


ees oes Aa ee 1/2 
rt “N58 (on t zt aia sien| 


ih ft 
fiir fg be BLE og: (56) 


Es sollen nun noch einmal alle Bedingungen zu- 
sammengefaBt werden, unter denen Gl. (55) bzw. 
Gl. (56) nur giiltig sind: 


1. Von den Stérwellen, die durch eine regellose St6- 
rung angeregt werden, mu8 eine soviel starker 
sein als der Rest, daB nur sie im wesentlichen die 
MitfluBschleppe bestimmt. 


2. Die Dampfung dieser Storwelle muB so klein sein, 
daB sie innerhalb der Korrelationsreichweite 
nicht viel mehr als die Nutzwelle abklingt 
(Ao R= 1). 


3. Der Impuls mu8 linger dauern als die Laufzeit- 
differenz zwischen Storwelle und Nutzwelle in 
der Korrelationsreichweite (7’ > 71). 


4. GI. (55) und (56) haben nur in den jeweils ange- 
gebenen Zeitintervallen Giiltigkeit. Insbesondere 
mu nach dem Ende des Impulses erst die Lauf- 
zeitdifferenz in der Korrelationsreichweite ver- 
streichen, bevor Gl. (55) gilt. 


In Bild 6 ist ein typischer Amplitudenverlauf dar- 
gestellt, wie er dem Impuls am Ausgang des Wellen- 
leiters folgt. Das eigentliche Signal wird durch die 
MitfluBschleppe verzerrt. Erst nach der Laufzeit- 
differenz zwischen Storwelle und Nutzwelle tiber die 
ganze Lange verschwindet diese MitfluBschleppe. 

Es gibt nun auch Storwellen, die sich schneller als 
die Nutzwelle ausbreiten. Dann mu8 in Bild 6 der 


l 
3 
= 
= 
< 
(pe Ogee D8 oT. als el 
7 7 tthe ‘fail gal Lt 
: Ns Sh i ah! 
Bild 6. Im Zeitintervall t = > + ale ley = ah = 5 


wird der quadratische Mittelwert der MitfluB- 
schleppe durch Gl. (55) bestimmt; im Intervall 


tL — - <t<th4o ae durch Gl. (56). 


—<« {= = 


gale \, 
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ZeitmaBstab umgekehrtes Vorzeichen haben. Es 
entstehen dann Vorlaufer des Mitflusses. 

Fiir zwei Sonderfalle vereinfachen sich die Glei- 
chungen fiir den quadratischen Mittelwert der Mit- 
fluBschleppe : 

1. Die maBgebende Stérwelle habe gleiche Damp- 
fung wie die Nutzwelle (da = 0): 


View =icreu |/2 (2-2) ign 


a 

fiir eR eel, 

as Ze f a 

yl Caen ON eee A omen 
Vieor= lok Shoal oes 


D z 
fiir tL-><t<th+. 


a 


2. Die Dampfung der Stérwelle ist soviel gréBer als 
die der Nutzwelle, daB 24«L das mafgebende 
Glied unter der Wurzel von Gl. (55) ist: 


\g@P = ay nea 


=larecane *" : ae need 


al wh 
9 +tk<t<th—-z. 


fiir 


Im Zeitintervall der G1. (56) ist die MitfluBschlep- 
pe bei dieser Storwellendampfung schon abgeklun- 
gen. 

Nach Gl. (59) klingt die MitfluBschleppe exponen- 
tiell ab. [hr Anfangswert steigt mit der Wurzel aus 
der Leitungslange und fallt etwa mit der Wurzel aus 
der Dampfungsdifferenz. 


6. Die Ho,-Welle im Rundhohlleiter 


Die Gleichungen fiir den quadratischen Mittelwert 
der MitfluBschleppe enthalten eine ganze Reihe von 
Annahmen. 

An einem Beispiel wird gezeigt, da diese Annah- 
men auch unter praktischen Bedingungen erfiillt 
werden. 

Die Hoi-Welle im Rundhohlleiter wird, 
wie in Versuchen festgestellt, am meisten 
durch regellose Kriimmungen der Leiter- 
achse gestort. Im metallischen Hohlleiter 
wird durch solche Kriimmungen die Ho}- 
Welle mit der Hy,;-Welle und den Ay»- 
Wellen verkoppelt [3]. 

Im Hohlleiter mit dielektrischer Wand- 
schicht und im Wendelhohlleiter wird 
durch Kriimmung Kopplung mit allen 
Wellen verursacht, deren Umfangsabhiin- 
gigkeit erster Ordnung ist [4]. 

Die mittlere Dampfungserhéhung der 
Ho -Welle, die durch regellose Kriimmung 
entsteht, ist schon frither fiir den metalli- 
schen und den Wendelhohlleiter berechnet 
worden [11]. Dazu wurde eine exponentielle 
Autokorrelationsfunktion angenommen: 


Quadratischer Mittelwert des 
Krimmungshalbmessers fur 0,0945dB/km —> 


mittlere Dampfungserhohung der Ho,-Welle 


10* 


= yee 
re Nad 


yee. 6 oy os Steg UE ED Ue sd hae ee EM OU TR Cte EST p 
7 > ht pb ie epee t : . 


<a 
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p(u) =e7 lle, (60) 
Das Leistungsspektrum ist damit 
= 2h 
= §2 —_______, 61 
2 (4p) = Bee (61) 


62 ist hier das mittlere Quadrat der Kriimmung. 
In Bild 7 sind die Ergebnisse einer Auswertung von 
Gl. (22) eingetragen. Dabei wurde die Wechsel- 
wirkung zwischen allen maBgebenden Stdorwellen 
beriicksichtigt. 

Wendelhohlleiter und Hohlleiter mit dielektri- 
schem Wandbelag [12] erleiden die groBte Damp- 
fungserhohung, wenn die Korrelationsreichweite in 
Bild 7 etwa R = 15 bis 50 cm ist. 

Der quadratische Mittelwert des Kriimmungs- 
halbmessers muB dann gréBer als 1000 m sein, wenn 
die Dampfung nicht um mehr als 10°% ihres Wertes 
im ungestérten Kupfer-Hohlleiter erhéht werden 
soll. 

Beim metallischen Hohlleiter liegt dieses Maxi- 
mum bei viel gréBeren Korrelationsreichweiten und 
die regellosen Kriimmungen miissen noch viel klei- 
ner sein. 

Darum sind auch nur WendelhohlUeiter und Hohl- 
leiter mit dielektrischem Belag als Fernmeldekabel 
brauchbar. 

Zur Feststellung der Signalverzerrungen wird die 
MitfluBschleppe eines Impulses berechnet. Man 
denkt dabei an Pulscodemodulation zur trager- 
frequenten Signaliibertragung. Die MitfluBschleppe 
verursacht Ubersprechen zwischen benachbarten 
Abschnitten des Zeitrasters. 

Die Fehlerrate wird geniigend klein gehalten, 
wenn der quadratische Mittelwert einer regellosen 
MitfluBschleppe kleiner als 10°% der Signalampli- 
tude ist. 

Die H12-Welle oder die ihr entsprechenden Wellen- 
formen in den modifizierten Wellenleitern werden 
am starksten mit der Ho,-Welle verkoppelt. 

Nur die H4;-Welle liefert im etwa gleichen Spek- 
tralbereich |4f| noch vergleichbare Beitrage zum 
MitfluB. Sie breitet sich aber schneller als die Ho}- 
Welle aus und verursacht nur MitfluBvorlaufer. Alle 
anderen Storwellen haben so verschiedene Werte 


t 
Kupfer—Hohlleiter 


| 


Hohlleiter mit dielektrischem Belag 


+ 
nT ch 


10° 10' 10° (oP ain 40% 
Korrelationsreichweite. ? —t= 


Wendelhohlleiter mit verlust- 
behaftetem Mantel 


Bild 7. Rundhohlleiter mit regellosen Kriimmungen exponentieller 


Autokorrelation; ao/A = 4,70, Durchmesser 5,08 em, Fre- 


H 


quenz 55,5 GHz; fiir den Belag ist: Dicke = 0,25% des 


ohlleiterradius, e = 2,5, tan dA = 10-3, 
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von Af, daB die entsprechenden spektralen Kom- 
ponenten der Stérung wohl nicht miteinander korre- 
liert sind. 

Bei der Berechnung der Mitflu8schleppe wird 
darum nur die Hj.-Welle beriicksichtigt. Fiir das 
Beispiel des Bildes 7 ist im Kupfer-Hohlleiter 


Aa = 3,42-10-6cem-1, Af = 0,0928 em-1, 
t = 2,89 - 10-13 s/cm. 


In den modifizierten Hohlleitern hat die der H ane 
Welle entsprechende Eigenwelle etwa gleiche Pha- 
sen- und Laufzeitdifferenz. Das Dampfungsmai 
kann aber wesentlich gréBer sein. 

Der Zeitraster der Pulscodemodulation ist minde- 
stens 1 ns. Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir diese 
Zahlenwerte im Korrelationsbereich R = 15 bis 
50 cm die Voraussetzungen der Gl. (55) und (56) 
erfiillt sind. Die Korrelationsreichweite bzw. die 
Dampfung diirfen sogar noch viel gréBer sein. 

Fiir praktische Leitungslangen von mehr als 10km 
gilt Gl. (59). 

Nach einer sehr langen Folge von Ein-Zeichen ist 
der Empfang eines Aus-Zeichens am schwierigsten. 
Dann ist namlich 7 sehr groB, aber ¢ — (7/2) sehr 
klein, und die MitfluBschleppe hat ihren gréBten 


Wert: Sat oT j 
Val? = | ¢|2 @(48) | res 


Leitungslange und Dampfung werden mit Vick 
<= 0,1 durch ve 
a = 100 | C|2 (Ap) 


(62) 


(63) 
bestimmt. 

Als Korrelationsreichweite wird R = 1/Af ange- 
nommen. Das ist zwar etwas kleiner als der un- 
giinstigste Korrelationsbereich in Bild 7, ergibt aber 
den héchsten Wert fiir das Leistungsspektrum bei 
Ap. ie 

Mite Or 0.002 und. 02 —= 1/72 — 10-5 m-2 ist 


schlieBlich Aa|L = 8,91 om-2. 


Wird also der Hohlleiter nur so gerade hergestellt, 
daB die Dampfung geniigend klein bleibt, dann darf 
zur Vermeidung von Signalverzerrungen die Lange 
nicht gréBer als 4 km sein. 

Man kann nun aber die Dampfung der H12-Welle 
durch Verluste im dielektrischen Belag oder im 
Mantel des Wendelhohlleiters erhohen, ohne die Ho}- 
Dampfung viel zu verdndern. Zum Beispiel wird ein 
Belag, der nur 0,25°% vom Hohlleiterradius stark 
ist und die relative Dielektrizitatskonstante «= 3 
und den Verlustwinkel tan A = 0,05 hat, die Damp- 
fungsdifferenz auf Aa = 21,4-10~6cm~ erhdhen [13]. 
Dann diirfen Verstarkerimter den Abstand L = 
24 km haben. 

Im Wendelhohlleiter mit dem hohen Dampfungs- 
ma der Stérwellen ist die Signalverzerrung sehr 
klein. 


7. Zusammenfassung 


Durch Stérungen in Wellenleitern wird die Nutz- 
welle mit Storwellen verkoppelt, und Wellenum- 
wandlung und Riickumwandlung beeinflussen die 
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Ubertragungswerte. Wenn die Stérungen regellos 
verteilt sind, kann man mit den statistischen Eigen- 
schaften der Stérungen nur gewisse statistische 
Eigenschaften der Ubertragungswerte bestimmen. 
So laBt sich die mittlere Dampfung ganz allgemein 
durch die Autokorrelationsfunktion der Stérung 
ausdriicken, Gl. (21). Wenn die Korrelationsreich- 
weite geniigend klein ist oder die Stérwellen nahezu 
gleiche Dimpfung wie die Nutzwelle haben, verein- 
facht sich diese Darstellung noch wesentlich, Gl. (26) 
und (28). 

Fiir die Signalverzerrung ist die MitfluBschleppe 
maBgebend, die einem traigerfrequenten Impuls am 
Ausgang der Leitung folgt. Ihr quadratischer Mittel- 
wert laBt sich nur unter einschriéinkenden Bedingun- 
gen aus dem Leistungsspektrum der Stérung be- 
stimmen, Gl. (55), (56). Nur eine Stérwelle darf an 
der Entstehung einer Komponente dieser MitfluB- 
schleppe wesentlich beteiligt sein. Die MitfluB- 
schleppe darf erst spater als die Laufzeitdifferenz 
zwischen Storwelle und Nutzwelle im Korrelations- 
bereich nach dem Ende des Impulses beobachtet 
werden. Der Dampfungsunterschied zwischen Stér- 
welle und Nutzwelle mu8 iiber den Korrelations- 
bereich klein sein. 

Alle diese Voraussetzungen werden aber fiir wich- 
tige praktische Falle erfiillt. Die Ho;-Welle im Rund- 
hohlleiter tritt in regellosen Kriimmungen mit der 
H2-Welle am starksten in Wechselwirkung. Werden 
die Kriimmungen im Mittel so klein gehalten, daB 
die mittlere Dampfung geniigend niedrig ist, dann 
ist fiir praktische Leitungsléngen immer noch die 
MitfluBschleppe zu groB. Abhilfe wird durch Erhé- 
hung der H;2-Dampfung geschaffen. Ein Hohlleiter 
mit verlustbehaftetem Wandbelag hat gerade ge- 
niigend Hj2-Dampfung. Im Wendelhohlleiter ver- 
schwindet die Signalverzerrung ganz. 


Wesentliche Teile dieser Arbeit wurden durch 
eine Diskussion mit Herrn Prof. H. KADEN ange- 
regt. Es sei ihm dafiir hier sehr gedankt. 
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Ein Ersatzschaltbild wird angegeben, mit dessen Hilfe man naherungsweise die Stromande- 
rungen in einem im allgemeinen nichtlinearen Gleiclistromnetz berechnen kann, die durch kleine 
Anderungen der Spannungsquellen, Einstrémungen und Kennlinien entstehen. Zahlreiche Bei- 
spiele veranschaulichen die Anwendung dieses Ersatzschaltbildes. Auch der Sonderfall linearer 


Netze wird behandelt. 


An equivalent circuit is devised by means of which an approximate calculation is possible of 
the current variations in a generally nonlinear de network, as caused by small variations of the 
voltage sources, injected currents, and characteristics. Numerous examples illustrate the applica- 
tion of this equivalent circuit. The special case of linear networks is discussed as well. 


1. Einleitung 


In [1] wurde untersucht, wie man mit Hilfe 
eines Ersatzschaltbildes niherungsweise die Strom- 
anderungen berechnen kann, die in einem im all- 
gemeinen nichtlinearen Gleichstromnetz(-werk) als 
Folge kleiner Kennlinienaénderungen entstehen. 
Neben dieser Storung durch kleine Anderungen der 
Kennlinien, hervorgerufen z. B. durch Auswechseln 
von Réhren oder Erwarmung von Widerstanden, ist 
aber noch eine andere St6rung von gleich groBer 
praktischer Bedeutung: Die in [1] als konstant an- 
genommenen Spannungen der Spannungsquellen 
kénnen kleine Schwankungen aufweisen, verursacht 
z. B. durch kleine, den Gleichspannungen iiber- 
lagerte Wechselspannungen. 

In dieser Arbeit soll deshalb ein allgemeineres Er- 
satzschaltbild besprochen werden, mit dessen Hilfe 
man naherungsweise die Stromanderungen berech- 
nen kann, die durch gleichzeitige kleine Anderungen 
der Kennlinien und der Spannungsquellen ent- 
stehen. Zwecks gr6Btmoglicher Allgemeinheit 
nehmen wir noch jedem Knotenpunkt von auBen 
zuflieBende EKinstr6mungen an, die, wie die Span- 
nungsquellen, kleine Schwankungen aufweisen 
konnen. 

Obwohl sich die Stréme zeitlich andern, sprechen 
wir von Gleichstromnetzen in folgendem Sinne: Die 
Anderungen sollen so langsam erfolgen, da8 sich das 
Netz in jedem Augenblick wie ein Gleichstromnetz 
verhalt, d.h. der Kinflu8 der immer vorhandenen 
Schaltkapazitaéten und -induktivitéten darf ver- 
nachlassigt werden und der Zusammenhang zwi- 
schen Strom und Spannung der Widersténde ist in 
jedem Augenblick durch deren statische Kennlinien 
gegeben; oder wir betrachten, bei plotzlichen, ein- 
maligen Storungen, die Stromverteilung erst wieder 
nach Abklingen etwaiger Kinschwingvorginge, d. h. 
wenn das Netz wieder Gleichstromverhalten auf- 
weist. 


2. Der Stérungssatz fiir nichtlineare 


Gleichstromnetze 


Ein bestimmter Zustand eines Gleichstromnetzes 
mit den Zweigstromen J,, den Widerstaénden mit 


den im allgemeinen nichtlinearen Kennlinien Uy (In), 
den Spannungsquellen #, und den Einstromungen 
IF sei bekannt. Dieser Zustand ist in Bild la 
schematisch angedeutet. Ausgehend von diesem Zu- 
stand sollen sich die Spannungen der Spannungs- 
quellen, die Kennlinien der Widerstande und die 
Einstr6mungen ein wenig andern. Die dadurch her- 
vorgerufenen Anderungen der Zweigstréme sind, 
wenn wir alle Arbeitspunkte als stabil voraussetzen, 
ebenfalls geringfiigig. Dieser neue Zustand ist in 
Bild 1b skizziert. (Dort und im folgenden werden 
die veranderten Kennlinien durch einen Stern ge- 
kennzeichnet.) Die Zweigstromaénderungen AIp 
lassen sich naherungsweise mit Hilfe des in Bild le 
dargestellten Ersatzschaltbildes berechnen, denn es 
gilt der 


Satz 1 (,,St6rungssatz fiir nichtlineare Gleichstrom- 
netze‘‘): 

Werden in einem Gleichstromnetz, ausgehend von 
einem bestimmten, stabilen Zustand (Bild la), die 
Spannungsquellen, die Hinstrémungen und die Kenn- 
linien der nichtlinearen Widerstéinde ein wenig ge- 
dndert (Bild 1b), so lassen sich die dadurch hervor- 
gerufenen Stromdnderungen niherungsweise mit Hilfe 
eines Netzes gleicher Struktur wie das urspriingliche 
berechnen, in dem statt der urspriinglichen Spannungs- 
quellen solche mit der Spannung AE, + UX (In) 
— Uy (In) und statt der urspriinglichen nichtlinearen 
Widerstdnde lineare mit der Grépe U*'(In) wirksam 
sind und bei dem statt der urspriinglichen Einstrémun- 
gen solche mit der Grépe ATP den Knotenpunkten zu- 
flieBen ( Bild Ic). 

Hierbei sind AH, die Spannungsaénderungen der 
Spannungsquellen, U7 (I,) die Spannungen auf den 
neuen Kennlinien an den Stellen der urspriinglichen 
Strome, U,, (Ly) die Spannungen auf den alten Kenn- 
linien an den Stellen der urspriinglichen Stréme, 
AI? die Anderungen der den Knotenpunkten von 
auBen zuflieBenden Kinstrémungen und U%’ (In) die 
Ableitungen der geanderten Kennlinien an den 
Stellen der alten Stréme (differentielle Widerstinde), 
die man haufig ohne groBe EinbuBe an Genauigkeit 
gleich U;, (In), das sind die Ableitungen der alten 
Kennlinien an den Stellen der urspriinglichen 


§ 


_ wirksamen Widerstande U*' (In) = 
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Stréme, setzen kann. Diese im Ersatzschaltbild 
U1, (In) sind als 
linear aufzufassen, da sie von den im Ersatzschalt- 
bild flieBenden Strémen AT, nicht abhingen. 


It 


1-ter Knotenpunkt 


n-ter Zweig 


Tr+al 


E,+AE, Un (In*AIn) 


Ih +Aln / 


n-ter Zweig 


I-ter Knotenpunkt 


Al 
AEn*Un(Ih)- Un Un) nl In) US (In) ie 
© =e 
ey Sa 
\ i / 
L I-ter Xacienporll a- fer Zweig 


Bild 1. Der Stérungssatz; (a) Ausgangszustand, (b) Zu- 
stand nach kleinen Veranderungen der Kerinlinien, 
Spannungsquellen und Einstr6mungen, (c) Ersatz- 
schaltbild zur Berechnung der Stromanderungen. 


2.1. Beweis 


Satz 1 laBt sich z. B. wie folgt beweisen: 

1. Man stellt fiir den in Bild la angedeuteten Zu- 
stand die Knotenpunkts- und Maschengleichun- 
gen auf, 

2. desgleichen fiir den in Bild 1b skizzierten Zu- 
stand. Fiir die hierbei in den Maschengleichungen 
auftretenden Spannungen an den nichtlinearen 
Widerstanden fiihrt man die Naherung 


On (In + AIn) © Un(In) + Un’ (In) AIn (1) 
ein. 

3. Durch Subtraktion einander entsprechender Glei- 
chungen erhalt man ein Gleichungssystem, dem 
man das in Bild le dargestellte Ersatzschaltbild 
zuordnen kann. 


Dieser Beweis entspricht also im wesentlichen dem- 
jenigen in [1], so daB wir uns hier eine ins einzelne 
gehende Darstellung ersparen kénnen. 


2.2. Bemerkungen 


1. Alle Widerstaénde, Spannungsquellen und Ein- 
strémungen des Ersatzschaltbildes (Bild 1c) sind 
bei gegebenem Ausgangszustand und gegebenen 
Anderungen bekannt. 

. Das Ersatzschaltbild ist ein lineares Netz, auf das 
alle bekannten Berechnungsverfahren linearer 
Netze angewendet werden konnen. 

3. Die bereits erwihnte Naherung fiir die differen- 

tiellen Widerstande 


U#' (In) » Un(In) (2) 


bo 
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vereinfacht oft die Rechnung; wir werden sie bei 
den Beispielen deshalb mehrmals verwenden. 

4. Da, als Folge der Knotenpunktsregel, die Summe 
aller Kinstrémungen verschwinden muB (siehe 


[2]), miissen auch die Anderungen der Kin- 
strémungen die Bedingung 

Tt 0 (3) 
erfiillen. 


OU 


. Die Spannung zwischen zwei beliebigen Knoten- 
punkten des Ersatzschaltbildes ist gleich der 
Anderung der Spannung zwischen den beiden 
entsprechenden Knotenpunkten des wirklichen 
Netzes. Falls also nicht die Stromanderungen 
selbst, sondern die Anderungen der Spannungen 
zwischen Knotenpunkten interessieren, kann man 
auch diese unmittelbar dem Ersatzschaltbild 
entnehmen. 

6. Die Anderung der Spannung an einem nicht- 

linearen Widerstand ist 
Un(In) — Un(In) + Un’ (In) AIn; 
im Ersatzschaltbild (Bild 1c) ist UX (In) —Un (In) 
jeweils der Anteil der Spannungsquelle, der 
durch die Kennlinienanderung verursacht wird, 
Ux (In) AIn der Spannungsabfall am differen- 
tiellen Widerstand. 

. Bei linearen Widerstanden gilt Up (In) = RnIn. 
Eine Kennlinienaénderung bedeutet hier eine 
Anderung des Widerstandes: Ry, + ARy. Damit 
erhalt man fiir die GréBen des Ersatzschaltbildes : 


~I 


Un (In) oar Un (In) = (Ry + ARn) In — Rnln = 

= Ane (4) 
Un’ (In) = Rn + ARn, (5) 
UY (pice Ry tir A Ral aeRae (6) 


Die Naherung in Gl. (6) entspricht der allgemei- 
nen Naherung von Gl. (2). 


8. Wird eine Kennlinie nicht geandert, so ist nattir- 
lich UX (In) = Un(In) und im Ersatzschaltbild 


Un (In) — Un(UIn) = 9, (7) 
U7 (Ln) rz On (Ln) : (8) 


3. Beispiele fiir die Anwendung auf nichtlineare 
Gleichstromnetze 


3.1. Nur Anderungen der Kennlinien 


Andern sich nur die Kennlinien, wahrend die 
Spannungsquellen und Hinstrémungen konstant 
bleiben (AE, = 0, AIP = 0), so wird aus Satz 1 der 
schon in [1] behandelte ,,Satz von den kleinen Kenn- 
linienanderungen™. Trotzdem wollen wir hier noch 
ein Beispiel behandeln, an dem man deutlich die 
Notwendigkeit der Voraussetzung stabiler Arbeits- 
punkte erkennt. 


3.1.1. Aufnahme fallender Kennlinien mit 
veranderlichem Vorwiderstand 

Wir betrachten die in Bild 2a dargestellte Reihen- 

schaltung eines linearen und eines nichtlinearen 

Widerstandes. Andert sich der lineare Widerstand 


404. 
E 
— 
{f 
U1) 
R 
— 
® 
I 
E 
— 
|- 
U(I+AI) R+AR 
(6) —+} 
[+A] 
va) es 
AI 


Bild 2. Reihenschaltung eines nichtlinearen Widerstandes 
mit unveranderlicher Kennlinie und eines verander- 
lichen linearen Widerstandes; (a) Ausgangszustand, 
(b) Zustand nach kleiner Veranderung des linearen 
Widerstandes, (c) Ersatzschaltbild zur Berechnung 
der Stromanderung. 


ein wenig (Bild 2b), so laBt sich die dadurch hervor- 
gerufene Stromanderung nach Satz 1 mit Hilfe des 
in Bild 2c dargestellten Ersatzschaltbildes berech- 
nen (vgl. die Gl. (4), (6), (7) und (8)). Nach Bild 2c 

(10) 


Uva 


Al 


Fir 


wird die Stromanderung unendlich groB. Offensicht- 
lich handelt es sich in diesem Fall um einen in- 
stabilen Arbeitspunkt auf einer fallenden Kennlinie, 
bei dem man auf Grund der hier durchgefiihrten 
Storungsrechnung zu einem unsinnigen Ergebnis ge- 
langt. Praktische Bedeutung hat dieser Fall bei der 
Aufnahme fallender Kennlinien U(Z) durch Ver- 


Bild 3. Aufnahme einer Glimmentladungskennlinie mit (a) 
ea ee und (b) zunehmendem Vorwider- 
stand. 
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aindern des Vorwiderstandes R; als Beispiel ist in 
Bild 3 die Aufnahme einer Glimmentladungskenn- 
linie dargestellt. Bei abnehmendem Vorwiderstand 
(Bild 3a) verlagert sich, sobald die Widerstands- 
gerade die Kennlinie im Punkt A tangiert (also 
Gl. (10) erfiillt ist!), der Arbeitspunkt sprunghaft 
nach B; der gestrichelt gezeichnete Teil der Kenn- 
linie zwischen A und B ist nicht erreichbar. Bei zu- 
nehmendem Vorwiderstand (Bild 3b) tangiert die 
Widerstandsgerade im Punkt C die Kennlinie (so 
daB Gl. (10) erfiillt wird!), und der Arbeitspunkt 
springt nach D; nicht erreichbar ist der zwischen C 
und D gestrichelt gezeichnete Teil der Kennlinie. 
(Ganz entsprechende Verhaltnisse treten auf beim 
Ubergang von der Glimmentladung zur Bogen- 
entladung, siehe [3], da auch hier wieder die Span- 
nung-Strom-Kennlinie negative Steigung aufweist.) 
Will man die Kennlinie vollstandig aufnehmen, so 
muB man mit so groBer Spannung # und so groBen 
Widerstainden R arbeiten, daB in keinem Arbeits- 
punkt mehr der durch Gl. (10) beschriebene Fall 
eintritt. 

Bei der Anwendung des Storungssatzes ist also 
darauf zu achten, daB, wie vorausgesetzt, alle Ar- 
beitspunkte (auch bei kleinen Verlagerungen) stabil 
sind, da man sonst, wie man an dem beschriebenen 
Beispiel erkennt, zu unsinnigen Ergebnissen gelangt 
(némlich unendlich groBen Stromanderungen statt 
der in Wirklichkeit zwar sehr groBen, aber endlichen 
Anderungen). 


3.2. Nur Anderungen der Spannungsquellen und 
Hinstrémungen 


Andern sich nur die Spannungsquellen und Ein- 
stromungen, so sind als Spannungsquellen und Ein- 
strémungen im Ersatzschaltbild eben diese Ande- 
rungen wirksam, wahrend alle U7 (In) — Un(In) 
verschwinden; die Widerstande im Ersatzschaltbild 
sind die Ableitungen (differentielle Widerstande) der 
konstanten Kennlinien U;,(In) (siehe Bemerkung 8 
in Abschnitt 2.2). 


3.2.1. Erzeugung konstanter Stréme 

An der Reihenschaltung eines linearen und eines 

nichtlinearen Widerstandes (siehe Bild 4a) liegt eine 

Gleichspannung EF, die sich um AE andern kann 

(Bild 4b). Nach Satz 1 findet man Bild 4c als 

Ersatzschaltbild zur Berechnung der Stromande- 
rung AZ. Diese wird 

AE 
Aw : 
R-+ U'(L) 


(11) 


Trotz zeitlich beliebiger (jedoch entsprechend der in 
Abschnitt 1 gemachten Voraussetzung langsamer) 
Anderung der Speisespannung laBt sich, wie man an 
dieser Gleichung erkennt, AJ = 0 machen, d. h. der 
Strom durch die Reihenschaltung konstant halten, 
wenn U’(I) =co wird (Leerlauf im Ersatzschalt- 
bild). Dieser Fall 1aBt sich z. B. mit den in Bild 5 
skizzierten Kennlinien praktisch geniigend genau 
verwirklichen: Bild 5a zeigt eine Pentodenkenn- 
linie und Bild 5b die Kennlinie eines Eisenwasser- 


b 


Ryka hiss Ca a : \ 
A.E.U. Band 15 ae 
[1961], Heft 9 E. SCHWARTZ: DER STORUNGSSATZ FUR GLEICHSTROMNETZE 405 
le 
Se 5 ly 
@ U(I) R 
I 
E+aE 
ie 
© U(I+AI) R 6 
ie = 
eel BABS OR 
at 
r Al, Us (y) 
© Ul) R 
Al Nee Ie 


Bild 4. Reihenschaltung eines linearen und eines nicht- 
linearen Widerstandes an einer schwankenden 
Gleichspannung; (a) Ausgangszustand, (b) Zustand 
nach kleiner Veranderung der Spannung, (c) Ersatz- 
schaltbild zur Berechnung der Stromanderung. 


© — @®© 


Bild 5. Kennlinien mit sehr groBen differentiellen Wider- 
standen; (a) Pentode, (b) Eisenwasserstoffwider- 
stand. 


stoffwiderstandes. Ist der differentielle Widerstand 
nicht exakt unendlich gro8, dann laBt sich die Ab- 
weichung von der gewiinschten Konstanz nach 
Gl. (11) berechnen. 


3.2.2. Erzeugung konstanter Spannungen 
Das zum vorigen Beispiel duale ist folgendes: Die 
Parallelschaltung eines nichtlinearen und eines 
linearen Widerstandes wird von einer EKinstromung 
F® gespeist (siehe Bild 6a), die sich um AJ andern 
kann (Bild 6b). Zur Berechnung der Stromanderun- 
gen oder auch der Spannungsanderung zwischen den 
beiden Knotenpunkten (siehe Bemerkung 5 in Ab- 
schnitt 2.2) findet man das in Bild 6c dargestellte 
Ersatzschaltbild. Hieraus liest man ab 


ATE. (12) 


Abgesehen von den beiden trivialen Fallen & = 0 
und AJ" = 0 verschwindet AU fiir 


U; (li) =0 (13) 


(Kurzschlu8 im Ersatzschaltbild). Man kann also 
mit der Schaltung von Bild 6 trotz schwankender 


Bild 6. Von schwankender Einstrémung gespeiste Parallel- 
schaltung eines linearen und eines nichtlinearen 
Widerstandes; (a) Ausgangszustand, (b) Zustand 
nach kleiner Veranderung der Einstrémung, (c) Er- 
satzschaltbild zur Berechnung der Stromanderungen 
oder der Spannungsanderung. 


Einstr6mung (praktisch) konstante Spannungen 
erzeugen, wenn man nichtlineare Widerstande zu 
Hilfe nimmt, deren differentieller Widerstand in der 
Nahe des betreffenden Arbeitspunktes Null ist (bzw. 
moglichst klein). In Bild 7 sind zwei Beispiele dar- 
gestellt: In Bild 7a die Kennlinie einer Glimm- 


- entladungsréhre, in Bild 7b diejenige einer Zener- 


cs 


Bild 7. Kennlinien mit sehr kleinen differentiellen Wider- 
standen; (a) Glimmentladungsroéhre, (b) Zenerdiode. 


diode. Mit Hilfe von Gl. (12) lassen sich die Ab- 
weichungen von der gewiinschten Spannungs- 
konstanz, wenn der differentielle Widerstand nicht 
exakt Null ist, leicht berechnen. 


3.2.3. Aufnahme fallender Kennlinien mit 
veranderlicher Spannung 
Wir betrachten noch einmal die Schaltung von 
Bild 4: Reihenschaltung eines nichtlinearen und 
eines linearen Widerstandes an einer veranderlichen 
Gleichspannung. Entsprechend Gl. (11) wird die 
durch eine kleine Spannungsaénderung hervor- 
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gerufene Stromanderung unendlich groB fiir 


Ui(1) = —R. (14) 


Wie im Abschnitt 3.1.1 bedeutet dieser Fall wieder 
das Auftreten eines instabilen Arbeitspunktes auf 
einer fallenden Kennlinie. Als neues Beispiel ist in 
Bild 8 die Aufnahme einer Tetrodenkennlinie mit 
veranderlicher Spannung dargestellt. Die gestrichelt 
gezeichneten Teile der Kennlinie sind wieder nicht 
erreichbar. Soll die vollstaéndige Kennlinie stabil 
durchlaufen werden, so mu man den Widerstand 
so klein machen, daB der durch Gl. (14) beschriebene 


Bild 8. Aufnahme einer Tetrodenkennlinie mit (a) zuneh- 
mender und (b) abnehmender Spannung. 


Fall nicht auftreten kann. Bei der Aufnahme der 
sehr ahnlichen Kennlinie einer Tunneldiode treten 
die gleichen Verhaltnisse auf. (Kine ausfiihrliche 
Darstellung der bei fallenden Kennlinien auftreten- 
den Stabilitatsprobleme unter Beriicksichtigung der 
von uns vernachlassigten magnetischen und elektri- 
schen Energiespeicher findet man in [4].) 


3.2.4. Nichtlineare Briicke 


Wir betrachten die in Bild 9a gezeichnete leer- 
laufende Briicke, bestehend aus vier im allgemeinen 
nichtlinearen Widerstanden. Fir die Berechnung 
der bei einer kleinen Anderung der Speisespannung 
(Bild 9b) auftretenden Stromanderungen ergibt sich 
die Ersatzschaltung von Bild 9c. Aber auch die 
Anderung AU der Spannung am _ leerlaufenden 
, Galvanometerzweig‘‘ kann man aus diesem Ersatz- 
schaltbild ablesen (siehe Bemerkung 5 in Abschnitt 
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Zwei praktisch wichtige Sonderfalle der nichtlinearen 
Briicke sollen kurz erléutert werden. 


1. Briicke im Ausgangszustand abgeglichen 

Ist die Briicke im Ausgangszustand (Bild 9a) bei 
einer bestimmten Speisespannung H abgeglichen 
(also U = 0), so ergibt sich bei kleinen Schwankun- 
gen der Speisespannung am leerlaufenden ,,Galvano- 
meterzweig‘ eine Spannung AU nach Gl. (15). Auf 
diese Weise lassen sich kleine Spannungsabweichun- 
gen ohne Vergleichsspannung sehr genau messen 
(Beschreibung derartiger ,,Spannungsdiskrimina- 
toren siehe [5]; erwahnt sei noch, daB dort, wie 
auch an vielen anderen Stellen im Schrifttum, zur 
Berechnung des Verhaltens nichtlinearer Wider- 
stiinde bei kleinen Strom- und Spannungsabwei- 
chungen ein anderes, ahnliches lineares Ersatz- 
schaltbild verwendet wird). Haufig wird die Briicke 
symmetrisch aufgebaut : 


Ui (Ia) = Ua(Lo), Uz(La) = Us(Lo). (16) 

Dann ist natiirlich Ig = Ip = I und aus Gl. (15) 
wird PP ag? 

Woe pee 

U2 (I) + U; (1) 


2. Briicke beziiglich kleiner Anderungen 
der Speisespannung abgeglichen 
Im Gegensatz zu dem eben besprochenen Fall be- 
trachten wir nun denjenigen, bei dem die Briicke im 
Ausgangszustand nicht abgeglichen ist, dagegen soll 
fiir das Ersatzschaltbild (Bild 9c) 


U4 (Ia)/U2 (Ia) = U3 (Lo)/U4 (Lo) (18) 


gelten. Das bedeutet nach GI. (15), daB fiir zeitlich 
beliebige (aber kleine und langsame) Anderungen 
der Speisespannung AU = 0 wird. Das wiederum 
bedeutet, daB trotz schwankender Speisespannung 
die Spannung am ,,Galvanometerzweig* konstant 
ist. Auf diese Weise lassen sich mit Hilfe einer nicht- 
linearen Briicke konstante Spannungen erzeugen 
(Beispiel siehe [6]). 

Kine weitere Anwendungsméglichkeit dieser ent- 
sprechend Gl. (18) beziiglich Schwankungen der 
Speisespannung abgeglichenen Briicke ist die Mes- 
sung von differentiellen Widerstaénden. Hierfiir ist 


(17) 


2.2). Man findet 15 : 
) ; ; te) es praktisch, als Stérung AH der Speisespannung 
AU LAE | ; U2(L a) U4 (Lp) _ eine kleine Wechselspannung zu iiberlagern. Ferner 
Ui (La) + Us(La)  U3(Ly) + Us(Lo) werden die Verhaltnisse besonders iibersichtlich, 
le E+AE AE 
{— 
7 |F 1 r |-— 7 
Ui (Iq) Vol Tq) Uy (Ig*Alq) Ua gtd Iq) U; 5 
a ee at Aa AVA) U5l Iq) 
ie the Ty Arg Iq*Alq | Alg Ala 
uf -au| au 
ie I Iy+Al IA], Al 
Lp anes ae ee ak SIN Ey 
Us(I5) U, (Tp) (ONT, Ala we suet © — U3) U, (Ib) 


Bild 9. Nichtlineare Briicke; (a) Ausgangszustand, (b) Zustand nach kleiner Spannungsanderung, 
(c) Ersatzschaltbild zur Berechnung der Stromanderungen oder der Spannungsanderung AU. 
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wenn drei der vier Briickenwiderstinde linear sind: 
Ui (La) = Ry, Us(Ia) = Re, U4(Ip) = Ra. (19) 

Dann wird aus Gl. (18) 
Us (Ip) = Ry Ra/ Ro. (20) 


Wie wir soeben feststellten, verschwindet in diesem 
Fall AU, also die z. B. mit Hilfe eines Oszillographen 
meBbare Wechselspannung im_ ,,Galvanometer- 
zweig*. Entsprechend Gl. (20) kann man folglich 
mit der in Bild 10 dargestellten Schaltung differen- 
tielle Widerstaénde messen: Durch Veraindern z. B. 
des Widerstandes Ry wird der gewiinschte Arbeits- 
punkt eingestellt, durch Verandern z. B. des Wider- 
standes R, wird der Abgleich fiir Wechselspannung 
erreicht. 


Bild 10. Briickenschaltung zur Messung differentieller Wi- 
derstande. 


3.8. Anderungen der Spannungsquellen, Ein- 
stromungen und Kennlinien 


Wahrend wir bisher lediglich die beiden Sonder- 
falle nur Anderungen der Kennlinien‘: (Abschnitt 
3.1) und ,,nur Anderungen der Spannungsquellen 
und Einstrémungen*: (Abschnitt 3.2) behandelt 
haben, wollen wir jetzt den allgemeinen Fall be- 
trachten, der entsprechend dem Storungssatz aus 
der Uberlagerung jener beiden Sonderfalle besteht. 
Um die Leistungsfaihigkeit des Stérungssatzes in 
seiner allgemeinen Form zu tiberpriifen, bringen wir 
zwei Anwendungen mit Zahlenbeispielen, die sich 
auch exakt berechnen lassen, so daf ein Vergleich 
moglich ist. 

Damit eine exakte Berechnung durchfiihrbar ist, 
miissen wir fiir die Kennlinien der nichtlinearen 
Widerstinde analytische Ausdriicke verwenden. Wir 


@ Ol ves 
Bild 11. Kennliniendarstellung durch die Funktion U (1) 
kIf; (a) B <1 (gezeichnetes Beispiel 6 = 0,5) 
(b) B > 1 (gezeichnetes Beispiel 6 = 6). 


[| ——~ 
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benutzen als Beispiel 


U(I)=kI6 (B>0). (21) 


(Diese und andere analytische Darstellungen nicht- 
linearer Kennlinien siche [7].) Fiir 8 <1 ergeben 
sich Kennlinien von dem in Bild 11a dargestellten 
Typ, Beispiel Trockengleichrichter, fiir 8 > 1 erhalt 
man den in Bild 11b gezeichneten Kennlinien- 
verlauf, Beispiel Pentode. . 


3.3.1. Reihenschaltung eines linearen und 
eines nichtlinearen Widerstandes 


An einer Gleichspannung £ liegt die Reihenschal- 
tung eines linearen und eines nichtlinearen Wider- 
standes, Bild 12a. Als analytische Darstellung der 
Kennlinie des nichtlinearen Widerstandes haben 
wir Gl. (21) verwendet. Die Gleichspannung F soll 
sich um A#, der lineare Widerstand R um AR und 
der Faktor k in Gl. (21) um Ak 4dndern (siehe 
Bild 12b). Nach Satz 1 findet man Bild 12c als 
Ersatzschaltbild zur Berechnung der Stromande- 
rung AJ; hierbei ist von den Naherungen Gl. (2) und 
Gl. (6) Gebrauch gemacht worden. Aus dem Ersatz- 
schaltbild liest man ab 

AE — IPAk—IAR 


ARES ASS 7 ae 


oder nach Division beider Seiten durch J und Er- 
weiterung des Bruches auf der rechten Seite mit 1/H 


AK kiIé Ak hl Ak 
AL MLE (PER 
eae RI k Ib 22) 
Pre Sask 
Da im Ausgangszustand Bild 12a — 
6 Tied. 
E=RI+kIé oder aE ale Ce (23) 


© 


Bild 12. Reihenschaltung eines linearen und eines nicht- 
linearen Widerstandes; (a) Ausgangszustand, (b) 
Zustand nach kleinen Veranderungen der Kenn- 
linien und der Spannungsquelle, (c) Ersatzschalt- 
bild zur Berechnung der Stromanderung. 
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gilt, erhalten wir aus Gl. (22) 


AE ( 7) Ake yeh Lek 
= aoe k E Eon 
oom eee 
Zahlenbeispiel: AH/E = 5%, Ak/k = — 5%, RI/E 
= 0,5, AR/R= — 3%, Bf =2 (alle Anderungen 


sind so gewahlt, daB sie eine Stromvergr6Berung be- 
witken). Hierfiir wird nach Gl. (24) AZ/I = 6%. 
Die bei diesem Beispiel auch exakt durchfiihrbare 
Rechnung liefert den Wert 6,15%! 


3.3.2. Kleine Unsymmetrie bei nichtlinearer 
Briicke 
Die im Abschnitt 3.2.4 (Sonderfall 1) erwahnte 
symmetrische Briicke bestehe aus zwei gleichen 
linearen und zwei gleichen nichtlinearen Wider- 
stainden (Bild 13a), fiir deren Kennliniendarstellung 
wir wieder Gl. (21) benutzen. Wegen der Symmetrie 
der Briicke sind die in Bild 9a mit 7g und J, be- 
zeichneten Stréme einander gleich. Die Briicke sei 
abgeglichen, also U = 0. Dann gilt 
BH=2RI=2k/8, — (25) 
Nun moége sich der Faktor & der Kennlinie des nicht- 


linearen Widerstandes links unten in Bild 13a um 
Ak andern. Infolgedessen ist die Briicke nicht mehr 


R 
@ ® (kedk)(T+A1,)? 
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oder mit Gl. (26) 


RI6Ak 

wu Rp ia 

kI® Ak 
AE a ee 
Bae k [6 

ae err 

und schlieBlich mit Gl. (25) 

AE = Ak|k (27) 
HT Ail p) 


Zahlenbeispiel: Ak/k = 10%, B = 0,5. 

Hierfiir wird nach Gl. (27) JH/H = 10%. Aus 
der auch exakt durchfiihrbaren Rechnung folgt der 
Wert 10,06%! 


4. Der Sonderfall linearer Gleichstromnetze 


Sind alle Widersténde eines Netzes linear, so gilt 
Gl. (1) bei beliebig groBen Anderungen exakt. Somit 
wird aus Satz 1 mit den ebenfalls streng giiltigen 
Gleichungen (4) und (5) der 
Satz 2a (,,Exakter Storungssatz fiir lineare Gleich- 

stromnetze*): 


Werden in einem linearen Gleichstromnetz, ausgehend 
von einem bestimmten Zustand ( Bild 14a), die Span- 


kere if 
© B 


Bild 13. Kleine Unsymmetrie bei nichtlinearer Briicke; (a) symmetrischer Ausgangszustand, 
(b) Zustand nach kleinen Veranderungen einer Kennlinie und der Speisespannung, 


(c) Ersatzschaltbild nach Satz 1. 


abgeglichen. Durch eine kleine Anderung der Speise- 
spannung (Bild 13b) kann man jedoch wieder den 
Abgleich erzwingen, also 


AU =0 (26) 


machen. Wie gro8 mu8 zu diesem Zweck die Ande- 
rung der Speisespannung 4/ gewahlt werden? Zur 
Beantwortung dieser Frage benutzen wir das in 
Bild 13 ¢ dargestellte Ersatzschaltbild, das man nach 
Satz 1 angeben kann (wobei wir wieder die durch 
Gl. (2) ausgedriickte Naherung verwenden). Ent- 
sprechend Bemerkung 5 im Abschnitt 2.2 kénnen 
wir aus dem Ersatzschaltbild 4U entnehmen; mit 
Hilfe des Uberlagerungsgesetzes findet man 

Ri let RO IBAk 


, RABID SRD E CIE 


nungsquellen, die Hinstrémungen und die Widerstinde 
beliebig gedndert ( Bild 146), so lassen sich die dadurch 
hervorgerufenen Stromdnderungen exakt mit Hilfe ei- 
nes Netzes gleicher Struktur wie das urspriingliche be- 
rechnen, in dem statt der urspriinglichen Spannungs- 
quellen solche mit der Spannung AE n +- In A Rn und 
statt der urspriinglichen Widerstinde solche der Grope 
Rn + ARn wirksam sind und bei dem statt der ur- 
springlichen Hinstrémungen den Knotenpunkten Hin- 
stromungen der Grépe AI? zuflieBen (Bild 14c). 


Beschranken wir uns wie bei den nichtlinearen 
Netzen auch jetzt auf kleine Anderungen, so konnen 
wir wieder die Naherung Gl. (6) (siehe auch Bemer- 
kung 3 im Abschnitt 2.2) benutzen und gelangen so 
zu einem besonders niitzlichen Ersatzschaltbild 
entsprechend 


* . ’ St « 
A.E.U. Band15 
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Satz 2b (,,Genaherter Stdorungssatz fiir lineare 
Gleichstromnetze‘,) : 


Werden in einem linearen Gleichstromnetz, ausgehend 
von einem bestimmten Zustand ( Bild 14a), die Span- 
nungsquellen, die Hinstrémungen und die Widerstinde 
ein wenig gedndert (Bild 14b), so lassen sich die da- 
durch hervorgerufenen Stromédénderungen niéiherungs- 
weise mit Hilfe eines Netzes gleicher Struktur wie das 
urspriingliche berechnen, in dem statt der urspriing- 
lichen Spannungsquellen solche mit der Spannung 
AE + InARy und den urspriinglichen gleiche Wi- 
derstinde Ry wirksam sind und bei dem statt der ur- 
spriinglichen Hinstrémungen den Knotenpunkten 
Hinstroémungen der Grépe AIP zuflieBen (Bild 14d). 

Im Ersatzschaltbild (Bild 14d) zur genaherten 
Berechnung kleiner Stromanderungen sind also die 


Q 
op ree 
HA Ton 
Ba / 
L- ter Knotenpunkt n-ter Zweig 


i+ary 


Intl /' 


a / 
L-ter Knotenpunkt n-ter Zweig 


Alt 


+ 
é MEn +In ARp Ry+AR, 
4 Al, if 


1L-ter Knotenpunkt n-ter Zweig 


Alf 


AE n* In ARy 
@ 
ea In i 


ve / 
l-ter Knotenpunkt —n-ter Zweig 


Bild 14. Der Stérungssatz fiir den Sonderfall linearer Netze; 
(a) Ausgangszustand, (b) Zustand nach Verande- 
rungen der Widerstinde, Spannungsquellen und 
Einstrémungen, (c) bei beliebigen Anderungen 
exakt giiltiges Ersatzschaltbild, (d) bei kleinen 
Anderungen naherungsweise giiltiges Ersatzschalt- 
bild. 


Widerstiinde die gleichen wie im Ausgangsnetz 
Bild 14a. Von dieser Tatsache laBt sich unter Um- 
standen vorteilhaft Gebrauch machen, siehe Bei- 
spiel 4.3. 

Es sei noch erwahnt, daB die Satze 2a und 2b auch 
auf lineare Wechselstromnetze im eingeschwungenen 
Zustand angewendet werden diirfen. ne 

Im folgenden behandeln wir zunachst ein Beispiel 
fiir die exakte Formulierung des Storungssatzes 2a, 
sodann zwei Beispiele fiir den genaherten Storungs- 
satz 2b. 


E. SCHWARTZ: DER STORUNGSSATZ FUR GLEICHSTROMNETZE 


409 


4.1. Kompensation der Stromdénderungen 


Ausgehend von einem gegebenen Zustand eines 
Netzes (Bild 14a) sollen sich nur die Widerstande 
und die Spannungsquellen andern (Bild 14b mit 
Alf = 0). Falls die (beliebig groBen) Anderungen 
so beschaffen sind, daB fiir jeden Zweig 


gilt, sind im exakten Ersatzschaltbild (Bild 14c) 
keine Spannungsquellen wirksam. Desgleichen sind 
im Ersatzschaltbild alle Kinstrémungen Null. In- 
folgedessen flieBen im Ersatzschaltbild keine Stré- 
me, und es gilt in allen Zweigen 


AIn=0. (29) 


Ist Gl. (28) fiir alle Zweige erfiillt, so andert sich 
also trotz beliebig groBer Spannungs- und Wider- 
standsinderungen kein einziger Zweigstrom. (Diese 
Aussage entspricht dem sogenannten ,,Compensa- 
tion Theorem“, siehe z. B. [8].) Im iibrigen sei noch 
bemerkt, da Gl. (28) nicht die einzige Méglichkeit 
beschreibt, bei der alle Stromainderungen verschwin- 
den. Alle Stréme im Ersatzschaltbild verschwinden 
namlich, wenn das zugehérige System unabhingiger 
Maschengleichungen homogen wird, d. h. wenn die 
Spannungssummen der Spannungsquellen aller Ma- 
schen verschwinden. Das durch Gl. (28) dargestellte 
Verschwinden der Spannung jeder einzelnen Span- 
nungsquelle ist hiervon nur ein Sonderfall. 


4.2. Nur kleine Widerstandsinderungen 


Kin spezielles Beispiel fiir die Anwendung des ge- 
naherten Ersatzschaltbildes entsprechend Bild 14d 
bzw. des Satzes 2b ist der Fall, bei dem sich nur 
die Widerstinde ein wenig andern (also AJP = 0 
und AH, = 0). Dieser Fall ist in [1] als ,,Satz von 
den kleinen Widerstandsanderungen“ ausfihrlich 
besprochen worden. 


4.3. Benutzung der urspriinglichen Leitwertmatrix 


Als weiteres Beispiel fiir die Anwendung des 
niherungsweise giiltigen Hrsatzschaltbildes nach 
Satz 2b betrachten wir folgenden Fall: In einem 
linearen Netz ohne Hinstrémungen mit z Zweigen 
gilt fiir die Zweigstro6me das Gleichungssystem 


Ty = Gy By + Gig He +++ + Giz kz 


To = Go, By + Geo He + +++ + Goz Hz (30) 


I, SS Gz Ly + G22 He ap es ap Gaz Hz. 


Das Koeffizientenschema dieses Gleichungssystems, 
die sogenannte Leitwertmatrix 


Gir Gre... - Gie 
Goi Goo . G 

oe 21 22 22 (31) 
Ga Gz2 sleyen'® Gzz 


haingt nur ab von der Struktur des Netzes und der 
GroBe der Widerstinde. Fiir das in Bild 15a dar- 
gestellte Netz ist z. B. 


sl ty ag 
ae 
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+0,075S +0058  —0,0258 
+0,05 8 0 + 0,05 8 
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—0,0958  +0,0758  +0,058 

0,089, 6 006 6 aes | 
40,0755  —0,0258  +0,058 (32) 
01259 40,0758 © —0,08.6 

+0078  —01259  —0,058 
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Bild 15. Netz mit (a) beliebigen, (b) bestimmten Spannungsquellen; (c) kleine 
Abweichungen der Spannungsquellen und Widerstande; (d) Ersatz- 
schaltbild zur naherungsweisen Berechnung der Stromainderungen. 


Bei bekannter Leitwertmatrix ist es leicht még- 
lich, zu beliebigen Spannungen H’, mit Gl. (30) die 
Strome J, zu berechnen. Bei unserem Beispiel sei 
etwa Fy =1V, #2=2V, Es = 4 Vb, =2 VN, 
E;=1V, Eg =3/V; hierfiir wird nach Gl. (30) 
mit Gl. (32) 1; =0,7 A, [2 = — 0,65 A, I3 = —0,5 A, 
In=—0,15 A, I; =—0,05 A, Ig = —0,2 A; siehe 
Bild 15b. Andern sich nur die Spannungen #,,, dann 
bleibt die Leitwertmatrix unverandert und kann 
weiterhin zur exakten Berechnung der neuen Stré- 
me verwendet werden. Irgendein in dieser Arbeit 
abgeleitetes Ersatzschaltbild ist also zur Berech- 
nung der Stromanderungen weder notig noch niitz- 
lich. 


Andern sich jedoch nicht nur die Spannungen Ly, 
der Spannungsquellen, sondern auch die Wider- 
stande, so andert sich ebenfalls die Leitwertmatrix 
und miiBte mtihsam neu berechnet werden. Sind die 
Anderungen jedoch klein, Beispiel siehe Bild 15e, 
so konnen wir Satz 2b anwenden. Bei unserem Bei- 
spiel erhalt man das in Bild 15d gezeichnete Ersatz- 
schaltbild zur nadherungsweisen Berechnung der 
Stromanderungen AI,. Wie bereits friiher bemerkt, 
stimmen sowohl die Struktur als auch die Wider- 
stande des Ersatzschaltbildes mit dem Ausgangsnetz 
uberein. Infolgedessen ist auch die Leitwertmatrix 


die gleiche. Die urspriingliche Leitwertmatrix ]aBt 
sich also zur genaherten Berechnung der Strom- 
anderungen benutzen. Im Beispiel erhalt man mit 
der alten Leitwertmatrix Gl. (32) sehr schnell 47, = 
—4,25mA, Alg=—1,5 mA, Als = —1,25mA, 
Alges — 0,25 mA, vA eee + 5,75 mA, Ale = 
+-5,5 mA; die vergleichsweise sehr miihsame exakte 
Rechnung liefert die (auf drei Stellen hinter dem 
Komma aufgerundeten) Werte 4/, = — 4,166 mA, 
Als ed 1,482 mA, Als = — 1,246 mA, Ada == 
—0,237mA, Als=+ 5,649 mA, AIg—=+ 5,412 mA! 
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Eine Realisierung des .,Fehlerkurvensystems*‘* 


von WoLFGANG GrLor 


_ W.GILOI: EINE REALISIERUNG DES FEHLERKURVENSYSTEMS 


(A.B.U. 15 [1961], 411— 414; eingegangen am 20. Mai 1961) 


Herrn Professor Dr.-Ing. W. Wolman zum 60. Geburtstag gewidmet. 


eine beliebig gute Approximation darstellt. 


DK 621.372.54.018.756 


Von K. Unt wurde kiirzlich ein Filtersystem mit giinstigen Impulseigenschaften nach W. Wot- 
MAN analysiert. Es soll gezeigt werden, da dieses System im Sinne der Systemtheorie als optimal 
zur Impulsiibertragung anzusehen ist. Ausgangspunkt ist die Forderung nach einem Ubertragungs- 
system, welches das ,,Fehlerkurvensystem‘‘ der Systemtheorie approximiert. Durch eine fiir das 
Systemverhalten unwesentliche Abweichung in der Definition des Fehlerkurvensystems wird die 
Realisierbarkeit erméglicht. Es wird bewiesen, da das Filtersystem nach WotMAN im Grenzfall 


K. Unt analyzed recently a filter system with favorable pulse characteristics as devised by 
W. Woman. This paper is to show that, in the sense of system theory, this system can be con- 
sidered as an optimum for pulse transmission. The starting point is the demand for a transmission 


system that approximates the ‘‘error curve system’’ of system theory. The realization of such a 
system is made possible by a deviation in the definition of the error curve system that is insignifi- 
cant for system performance. It is proven that, in the limiting case, the filter system devised by 
WoLMAN makes an approximation of any desired perfection. 


Die Systemtheorie hat es sich zur Aufgabe ge- 
macht, aus dem Verlauf von Betrag und Winkel des 
Ubertragungsfaktors (Wirkung zu Ursache fiir 
stationare Schwingungen) allgemeine Schliisse auf 


das LEinschwingverhalten eines Netzwerkes zu. 


ziehen [1]. 

Fiir die verzerrungsfreie Ubertragung eines be- 
liebigen Signals ergeben sich die klassischen Forde- 
rungen nach einem im interessierenden Frequenz- 
bereich konstanten Betragsverlauf und einem linear 
mit der Frequenz ansteigenden Winkel. Der ideale 
TiefpaB oder BandpaB ist dann gut geeignet, wenn 
man ein Signal mit schmalem Spektrum, beispiels- 
weise einen modulierten Trager, iibertragen will. Er 
ist ungeeignet zur Ubertragung von Signalen mit 
breitem Spektrum, also Impulsen, da hier die 
scharfe Frequenzbandbegrenzung ein starkes Uber- 
schwingen der Ausgangsfunktion verursacht. AuBer- 
dem ist der ideale Tiefpa8 nicht durch ein phasen- 
minimales Netzwerk darzustellen. 

Zur Verringerung des Nachschwingens ist es not- 
wendig, den Ubergang zwischen DurchlaB- und 
Sperrbereich méglichst stetig und ,,weich* ver- 
laufen zu lassen. Eine Sonderstellung nimmt hier 
ein Ubertragungssystem mit einem Ubertragungs- 
faktor ein, dessen Verlauf der GauBschen Fehler- 
funktion Alo) = e-#* 4a) 
entspricht. 

Die Impuls-Ubertragungseigenschaften eines Sy- 
stems kann man durch die Systemantwort auf den 
,, HinheitsstoB* (Dirac-Funktion) kennzeichnen. Ein 
Dirac-StoB ruft am Ausgang eines ,,Fehlerkurven- 
systems“ mit einem Ubertragungsfaktor nach Gl. (1) 
und linearer Phase eine Impulsantwort hervor, die 
ebenfalls wieder nach der Fehlerfunktion, also véllig 
monoton, verlaiuft. Das System ist somit durch drei 
bemerkenswerte Higenschaften ausgezeichnet: 


-_ * Uberarbeitetes Manuskript eines Vortrages, gehalten 
am 19.11.1957 im elektrotechnischen Kolloquium der 
Technischen Hochschule Stuttgart. 


1. Die Empfangsfunktion auf einen Schaltvorgang 
weist keinerlei Uberschwingen auf; 


2. sie stellt ein gewisses Optimum zwischen belegter 
Bandbreite und Einschwingzeit dar; 


3. man kann Systeme dieser Art beliebig oft hinter- 
- einanderschalten, ohne daf sich der Charakter 
der Empfangsfunktion andert (lediglich die Im- 
pulsbreite nimmt entsprechend quadratisch zu). 


Wegen dieser Higenschaften bezeichnet man das 
Fehlerkurvensystem auch oft als das zur Impuls- 
tibertragung optimale System. (Diese Bezeichnung 
ist im systemtheoretischen Sinne zu verstehen, im 
konkreten Anwendungsfall muB das System nicht 
das absolute Optimum darstellen.) Es hat daher 
auch nicht an Versuchen gefehlt, dieses System 
naherungsweise zu realisieren (ein System mit einer 
transzendenten Ubertragungsfunktion ist natiirlich 
nicht. exakt zu verwirklichen). Ein Vorgehen nach 
den Regeln der Netzwerksynthese verlangt, daB die 
Ubertragungsfunktion nach Gl. (1) zunéchst durch 
ein Polynom angenihert wird. Dies kann mathe- 
matisch durch die Potenzreihen-Entwicklung der 
Exponentialfunktion, durch ihre Grenzwertdarstel- 
lung oder durch die sogenannte Padé-Approxima- 
tion erfolgen. Am giinstigsten ist noch das letzt- 
genannte Verfahren; trotzdem kommt man auch 
auf diesem Wege nicht sehr weit. 

Wir wollen im folgenden hier zeigen, daf man 
durch eine ganz andere Betrachtungsweise, die von 
den EHigenschaften eines realisierbaren Netzwerks 
ausgeht, zu einer Anordnung gelangen kann, die es 
gestattet, das gewiinschte Fehlerkurvensystem mit 
jeder gewiinschten Genauigkeit anzunihern. Wir 
werden unsere Betrachtungen auf den TiefpaB be- 
schranken; Bandpiisse sind dann iiber die BandpaB- 
TiefpaB-Analogie mitberiicksichtigt. 

Ein realisierbares, stabiles Netzwerk mége im all- 
gemeinen 


n Paare konjugiert komplexer Pole p1, ..., pn 


s reelle Pole pn+1,...,Pnt+s 
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m Paare konjugiert komplexer Nullstellen q1,...,4m 


r reelle Nullstellen gm+i,.--, Qm+r 


enthalten, wobei 2n + s > 2m- 7 sein muB. 

Wir wollen ferner einschrankend voraussetzen, 
daB nur Pole und Nullstellen erster Ordnung vor- 
kommen. (Die Zweckmabigkeit dieser Vorausset- 
zung wird spater gerechtfertigt.) 

Die komplexe Ubertragungsfunktion (Wirkung 


zu Ursache) ist also von der Form (p = — 6 + ja) 
™m m+r 
[1 (pap —a)] (p— 40) 
= o=m 
F (p) = const — ay (2) 
[]@—p.)(p —») [ [(p—pe) 
vy=1 o=n+1 


Die riickwartige Laplace-Transformation von 
Gl. (2) ergibt eine Zeitfunktion von der Form (3) 


“ n+8 
f(t) = Ko | > a,e-** cos (wyt + ) + >) bse 2]. 
gat ont 


Die Koeffizienten a,, b, und g, werden durch die 
Werte der Residuen in den einzelnen Polen p,, po 
bestimmt. In diese Werte gehen auch die Anzahl und 
die Lage der Nullstellen ein. AuBerdem tritt noch 
ein MaBstabsfaktor Ko auf, der uns bei diesen prin- 
zipiellen Untersuchungen nicht interessieren soll. 

Da die Laplace-Transformierte des Dirac-StoBes 
den Wert eins hat, ist die Zeitfunktion (3) gleich- 
zeitig die Impulsantwort des Systems. Wahrend die 
Darstellung des durch einen StoB verursachten Ein- 
schwingvorgangs durch ein Fourier-Integral erfor- 
dert, da das System aus dem konstanten Dichte- 
spektrum des Dirac-StoBes also eine unendlich groBe 
Anzahl von stationaren Schwingungen heraussiebt, 
deren Amplituden nach Gl. (1) verteilt sind und 
deren Phase linear mit der Frequenz ansteigt, kann 
ein realisierbares, stabiles Netzwerk nur mit einer 
Summe von endlich vielen gedampften Schwingun- 
gen und abklingenden Exponentialfunktionen ant- 
worten. Wir wollen nun versuchen, zwischen der in 
der Sprache der Fourier-Transformation gestellten 
Forderung an das ideale Impulsiibertragungssystem 
und der vom realisierbaren Netzwerk ausgehenden 
Higenwert-Betrachtung eine Briicke zu schlagen. 

Hs ist evident, daB die Frequenzkomponenten, in 
die die Fourier-Integraldarstellung einen einmaligen 
Zeitvorgang auflost, nicht durch die Kigenschwin- 
gungen eines realisierbaren, endlichen Netzwerks 
dargestellt werden kénnen. Unter bestimmten Be- 
dingungen k6énnen diese Higenschwingungen aber 
die Komponenten einer Fourier-Reihe (also eines 
periodischen Zeitvorgangs) reprasentieren. 

Die Bedingungen hierfiir sind: 

1. Die Realteile aller Pole des Netzwerks miissen 
den gleichen Wert haben, d. h. es muf gelten 
5 a ra ee eer, 

Sacto laanat C=N-- ly Se (4) 

2. Der Imaginarteil mu8B von Pol zu Pol um einen 
konstanten Betrag (29) zunehmen, d. h. es muf 


gelten Pe eve (5) 
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Alle Pole liegen auf einer Geraden parallel zur 
imaginaren Achse (der Frequenzachse) und haben 
gleiche Absténde voneinander. Aus diesen Forde- 
rungen folgt ferner, da8 nur ein einziger reeller Pol, 
den wir mit po bezeichnen wollen, vorhanden ist, 
wobei nach (4) 9 = — 6o ist. Der jetzt allen An- 
teilen gemeinsame Dimpfungsfaktor e~ % kann jetzt 
vor die Summe aller Zeitfunktionen (3) gezogen 
werden. Diese Summe 1aBt sich in komplexer Form 
nun schreiben: 


n 

f(t) = Koo" Da, eir%!, (6) 

»=—n 
wobei a, = A,ei% die Residuen in den Polen be- 
zeichnet und a_, = a; den konjugiert komplexen 

Wert. 

Andererseits lautet die Entwicklung einer Funk- 

tion g(t) in eine Fourier-Reihe 


g(t) = Da eiret, (7) 
wobei die Reihe um so schneller konvergiert, je 
glatter der Funktionsverlauf g(t) ist. 

Man kann nun nach Gl. (7) die Summe in Gl. (6) 
als die (n + 1) ersten Glieder der Fourier-Entwick- 
lung von g(t) auffassen. Wenn wir annehmen, daB 
g(t) durch diese (n + 1) ersten Glieder hinreichend 
genau beschrieben wird, kénnen wir setzen: 


f(t) ~ Koe~*'g(t). (8) 

Wir sehen nun auch, daB es zur Erreichung dieses 

Zieles notwendig war, nur einfache Pole voraus- 
zusetzen. 

Kehren wir zu dem zu realisierenden Fehler- 

kurvensystem zuriick. Fiir die Impulsantwort dieses 


Systems 11/9 
hit) = = 2 e—t/4k (9) 


ergibt die Fourier-Integraltransformation 


I (@) = i h(t) e—i°8 dt 


eto) 


(10a) 


einen Betrag von H() nach Gl. (1) und linear an- 
steigende Phase. Wegen der beschrankten Dauer 
von h(t) kénnen wir annehmen, daB h(t) zum Zeit- 
punkt ¢ = 7'/2 auf einen hinreichend kleinen Wert 
abgesunken ist. Wir diirfen deshalb auch schreiben: 
T/2 
H(w) = | h(t) e-ietde. (10b) 
—T/2 
Um zu einer Fourier-Reihendarstellung zu gelan- 
gen, gehen wir von einer periodischen Folge von 
fehlerkurvenformigen Impulsen aus, und um den 
Zusammenhang zu Gl. (10b) herzustellen, setzen wir 
voraus, daB die Kinzelimpulse h(t) sich nicht iiber- 
lappen und daB sie in 7’ periodisch auftreten. Fiir 
die Koeffizienten der Fourier-Reihe gilt dann 
T|2 


x(t) e—ineet dé. (11) 


Aus dem Vergleich von Gl. (10b) und Gl. (11) folgt 


' Z re th 
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1 
an = — H (nw) ‘ 


fi (12) . 


Die Amplitudenverteilung des Linien- 
spektrums einer Impulsfolge ist also der 
Spektralfunktion eines Einzelimpulses aus 
der Folge proportional. 

Wir kénnen mit einem realisierbaren 
Netzwerk also zwar niemals das Fehler- 
kurvensystem exakt verwirklichen, unter 
Umstanden aber ein modifiziertes System, 
das dadurch definiert ist, daB es auf einen 
Dirac-StoB mit einer Folge von fehler- 
kurvenférmigen Impulsen, multipliziert 
mit einer abklingenden Exponentialfunk- 
tion, antwortet. Dieser Exponentialfaktor e~°! gibt 
die Méglichkeit, durch geeignete Wahl von do das 
Amplitudenverhaltnis zweier aufeinanderfolgender 
Impulse beliebig gro8 zu machen. Wir kénnen somit 
alle auf den ersten Impuls folgenden Impulse unter 
jede gewiinschte Schwelle dampfen, so daf das 
System praktisch nur mit einem einzigen Impuls 
antwortet. Dieser Impuls behalt dabei die Form 
einer Fehlerkurve, da die Multiplikation einer 
Fehlerfunktion mit einer Exponentialfunktion die 
Kurvenform nicht andert, sondern nur deren Hohe 
und die Stelle, an der das Maximum auftritt: 


eat e— bt = cea Ut~te)* | 


(13) 
Zum Beweis ist nur die quadratische Erganzung zu 
at? + bt hinzuzufiigen, wodurch sich der Faktor c 
ergibt. 

Es bedeutet also praktisch keine Einschrankung, 
wenn wir anstelle des Fehlerkurvensystems der 
Systemtheorie mit seiner Impulsantwort in Form 
eines einmaligen Impulses das modifizierte System 
mit einer Impulsantwort in Form der gedampften 
Impulsfolge einfiihren. Damit dieses neue Wunsch- 
system durch ein realisierbares Netzwerk mit seinen 
Eigenschwingungen nach Gl. (6) erfiillt werden kann, 
miissen die Amplituden der Eigenschwingungen 
(d. h. die Residuen in den Polen) folgende Bedin- 
gungen erfiillen: 

1. der Winkel der komplexen Amplituden (Resi- 
duen) mu8 mit steigender Eigenfrequenz a, 
linear ansteigen und 

2. der Betrag der Amplituden der Eigenschwingun- 
gen mu als Funktion des Summationsindex 
einer Fehlerkurve gehorchen. 


Danach ergibt sich eine geforderte Pol-Anordnung 
nach Bild 1 (gleiche Realteile und gleiche Abstande 
in Richtung der imaginéren Achse). Wir stellen un- 
mittelbar fest, daB& durch diese Anordnung die erste 
zusatzliche Forderung nach linearer Zunahme des 
Ubertragungswinkels fiir die Polfrequenzen schon 
erfiillt ist. Bild 2 zeigt den Winkelverlauf beim 
Durchlaufen der Verbindungsgeraden aller Pole. Bei 
jedem Durchlaufen eines Pols springt der Winkel 
um den Wert x weiter; es ergibt sich die gezeigte 
Treppenfunktion. Uns interessiert nur die Winkel- 
zunahme an den Polstellen, fiir die das Gesetz 


Rie (14) 


ah of AST a ae ne 
Tye or i 
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Bild 1. Pole-Anordnung des spe- 
ziellen Fehlerkurvensystems. 
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Bild 2. Verlauf des Residuenwin- 
kels der Anordnung nach Bild 1. 


gilt. Damit ist die Forderung nach linearer Zu- 
nahme erfiillt. 

Damit etwaige Nullstellen dieses erwiinschte Ver- 
halten nicht stéren, miissen sie entweder alle jen- 
seits der duBersten Pole liegen, oder aber immer nur 
in gerader Anzahl zwischen den Polen auftreten, da 
sie zu den Residuenwinkeln nur Vielfache von 27 
beitragen diirfen. Letzteres verbietet sich dadurch, 
daB die Anzahl der Nullstellen kleiner als die Anzahl 
der Pole sein mu8. Wir werden also fordern, daB das 
System nur Pole enthalten darf 1. 

Damit sind die Amplituden der Eigenschwingun- 
gen aber auch betragsmaBig durch die Geometrie 
nach Bild 1 eindeutig festgelegt; es besteht keine 
Moglichkeit mehr, diese Amplitudenverteilung zu 
beeinflussen. Es laBt sich aber zeigen, daB gerade 
diese Verteilung mit steigender Ordnung der Uber- 
tragungsfunktion (steigender Anzahl von Energie- 
speichern) sehr rasch in eine Fehlerkurve iibergeht. 

Wir numerieren nach Bild | die Pole des n-kreisi- 
gen Filters (von innen nach aufen) mit »v = 0, 


5 tM, wobei m = (n — 1)/2 (15) 


ist. Die Residuen in den Polen (Anfangsamplituden 
der Kigenschwingungen) kann man direkt aus Bild 1 
ablesen?. Bezogen auf das Residuum im Band- 
mittenpol lautet das Bildungsgesetz 

Ay (1) m!m! 

Gon (m—v)! (m+)! ° 

Wir wenden jetzt auf die Fakultaten in Gl. (16) 

die Stirlingsche Formel 


al nw atti? e-tVIr (17) 


an. Diese Formel konvergiert als erstes Glied einer 
semikonvergenten Reihe um so besser, je groBer das 
Argument ist. Bei der Anwendung dieser Formel 
auf den Ausdruck (m — vy)! entsteht zunachst die 
Schwierigkeit, da hier das Argument Null werden 
kann, wahrend bei allen anderen Ausdriicken das 
Argument mindestens gleich m ist. Diese Schwierig- 
keit 1aBt sich durch folgende Uberlegung beheben. 


(16) 


1 Bin Bandpaf darf natiirlich Nullstellen bei der Fre- 
quenz Null besitzen. Mit dem ,,System* meinen wir den 
aquivalenten TiefpaB, auf dessen Betrachtung wir unser 
Problem reduziert haben. 

2 Hs ist in der bekannten Weise jeweils das reziproke 
Produkt der Strahlen von allen » —1 Polen zum y-ten 
Pol zu bilden. 


“ye ras 


Ne jie cb 
i e x a Pa! 
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Was bedeutet es, wenn (m — v) gegen Null geht ? 
Wir erfassen dann die Eigenschwingungen, die von 
den auRersten Polen herriithren. Nun nehmen aber 
nach auBen zu die Amplituden der Kigenschwingun- 
gen mit der Fakultit im Quadrat ab. Die auBeren 
Pole sind also zwar wichtig, weil sie durch ihren 
EinfluB auf die inneren Pole zur Herstellung eines 
gewiinschten Bildungsgesetzes beitragen ; der direk- 
te Anteil ihrer Eigenschwingungen am Kinschwing- 
vorgang ist aber bei hinreichend groBem m vollig zu 
vernachlassigen. Wenn die Amplituden dieser Ki- 
genschwingungen also vom geforderten Fehler- 


_kurvenverlauf abweichen, wirkt sich das um so 


Wenn wir die Pole anders numerieren (Bild 1), 
indem wir eine neue Indizierung 1 = m — v ein- 
fiihren, erhalten wir anstelle von Gl. (16) 


(2m)! 2m 
nailcahe WIN pyre tee ( v ee 


Diesen Wert in Gl. (6) eingesetzt ergibt 
f(t) = Koay e-** >’ (— 1)! eu ell) Qt, 
i=0 


oder unter Beriicksichtigung der Symmetrie um- 


1)é. (21) 


2m 


jl = Koave-™|(2" + (—1) & : Plein aaa 4 — ii (22) e-sim-90| a 


am\ 1 /am\ tema 
= Kgage~% ( 0 Je -|{ l Je ++ 


weniger aus, je weniger diese Anteile ttberhaupt 
noch eine Rolle spielen, und wir diirfen damit die 
Stirlingsche Formel auch auf das Glied (m — 1)! 
anwenden, ohne daB dadurch unzulassig groBe Feh- 
ler bei der gesamten Betrachtung entstehen. 

Gl. (17) auf den Ausdruck (16) angewendet, ergibt 


Ay i 


ret os m+1/2—9 y \mtiatr 
Pets aN io 
m 


1 es 
m 
a. y2 m+1/2 y faa (18) 
apne 
“ m 
v m vim 
y2/m\—m—-12 f =) 
-p-8ey"a 
1) 
m 
Auf die Klammerausdriicke von Gl. (18) wenden 
wir jetzt die Formel es 
et = lim t a 4 (19) 
n—->co 


an. Wir setzen wieder voraus, daB m sehr groB wird 
und da die Giltigkeit dieser Formel fiir vy < m 
hinreicht. Wir erhalten damit schlieBlich unter den 
gemachten Voraussetzungen 


—v lm 


(20) 


Eine Fehlerbetrachtung gibt uns an, welche Feh- 
ler bei kleiner Kreiszahl (kleinem m) zu erwarten 
sind. Fordert man, daB sich die Funktionen nach 
Gl. (16) und GI. (20) um nicht mehr als 1% unter- 
scheiden diirfen (eine sehr strenge Forderung), so er- 
gibt sich ein Fehler, dessen Grobe etwa gleich 1/m ist. 

Die zugehérige Impulsantwort des Ubertragungs- 
systems nach Bild 1 laBt sich aber auch direkt 
formelmaBig angeben, da dieses System den groBen 
Vorteil besitzt, daB sich alle interessierenden Funk- 
tionen wie Gewichtsfunktion, Gruppenlaufzeit, Im- 
pulsverstaérkung usw. explizit berechnen lassen [2]. 


a,/a9 Ye 


geformt 
Qot 
oh PPh Sais |) 
m 
Man hat damit eine Binomialreihe fiir den Ausdruck 


_ Qot 
1 ‘i 2 
e 


. At\2m 
J 9 
ah) 


erhalten. Damit gilt schlieBlich 
= 


Die genaue Lésung ist also eine exponentiell ab- 
klingende Sinuspotenz-Funktion. Wie sehr diese 


2m 


Koage~%! sin?™ au (22) 


Zeitfunktionen mit der gewiinschten Fehlerkurve | 


auch schon bei kleinem m iibereinstimmen, zeigt 
Bild 3. In Bild 3a ist m = 1 (!), in Bild 3b betragt 
m = 3. Kin prinzipieller Unterschied zwischen der 
Sinuspotenzfunktion und der Fehlerkurve besteht 
darin, dafi erstere exakt Nullstellen in den Zeit- 
abstanden to = 27/Qo besitzt. Diese Eigenschaft 
ist fiir die Ubertragung pulsmodulierter Nachrichten 
ein weiterer Vorteil. 


oie 


Bild 3. Impulsantwort des realisierbaren Systems (ausgezo- 
gen) im Vergleich zur Fehlerkurve (gestrichelt) glei- 
cher Halbwertsbreite ; 

(a) m = 1 (3-Kreis-Filter), 6/o = 1, 
(b) m = 3 (7-Kreis-Filter), 6/@ = 1. 
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[1] KUprmMULiER, K., Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichten- 
tibertragung. S. Hirzel Verlag, Stuttgart 1952. 


[2] Unt, K., Hin Filtersystem mit giinstigen Impulseigenschaften. 
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Mitteilung aus dem Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen 
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Fir weiBes Rauschen von gegebener Bandbreite werden die Verteilungskurven fiir die Uber- 
schreitungszeiten einer beliebig vorgegebenen Gréfe des Rauschstromes bzw. der Rauschspannung 
berechnet und fiir verschiedene Bandbreiten und verschiedene Uberschreitungshohen durch Kur- 
ven dargestellt. Die berechneten Kurven stimmen mit MeBergebnissen gut tiberein. 

For white noise of a given bandwidth the distribution curves are calculated for the times during 
which noise current and voltage, respectively, exceed an arbitrarily specified limit and these values 
are shown by curves for various bandwidths and various excess levels. The calculated curves agree 


well with measuring results. 


1. Einleitung 


Das Rauschen ist das typische Beispiel eines Vor- 
gangs, bei dem nicht der Wert in einem bestimmten 
Augenblick angegeben werden kann, sondern nur 
die Wahrscheinlichkeit, mit der bei einer Messung 


ein bestimmter Wertebereich vorhanden ist oder ein” 


bestimmter Wert tiber- oder unterschritten wird. Da 
ein Rauschstrom die Wirkung von sehr vielen 
Stromimpulsen ist, die zu beliebigen Zeitpunkten 
auftreten, so daB die in einem bestimmten Augen- 
blick zu addierenden Stromwerte vollkommen zu- 
fallig sind, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der 
Gesamtstrom zwischen J und J + d/J liegt, nach 
einem bekannten Satz der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung durch eine Gaufsche Wahrscheinlichkeits- 
kurve gegeben. Aus ihr kann durch Integration von 
I bis unendlich die Wahrscheinlichkeit berechnet 
werden, mit der ein bestimmter Strom I tber- 
schritten wird, d.h. die bei einer Messung tiber 
einen geniigend langen Zeitraum vorhandene pro- 
zentuale Uberschreitungszeit des Wertes J. 

In vielen Fallen, z. B. fiir Ubersteuerungsfragen 
in Vielkanalsystemen oder fiir die Beurteilung des 
Ausfalls von Wechselstromtelegraphie bei fading- 
behafteten Funkstrecken, interessiert aber nicht nur 
die Gesamtzeit der Uber- oder Unterschreitung in 
einem bestimmten Zeitraum, sondern auch die 
Dauer einer einmaligen Uberschreitung, also, da es 
sich um eine statistische GroBe handelt, die Ver- 
teilungskurve der Uberschreitungsdauer t zwischen 
einem Uberschreiten und dem darauffolgenden 
Unterschreiten eines bestimmten Wertes J = J, 
= aLere, vel. Bild 1. 

Die Berechnung dieser Verteilungskurven stobt 
auf erhebliche mathematische Schwierigkeiten. Kin 
Ansatz fiir eine allgemeine Lésung und die spezielle 
Lésung fiir die Berechnung der Uberschreitungs- 
dauer der Nullinie wurde von Ricz [1] gegeben. Die 
Uberschreitungszeiten der Nullinie sind dann spater 
auch von anderen Autoren theoretisch und experi- 
mentell behandelt worden, vgl. z. B. [2] oder von 
neueren Arbeiten [3], dort weitere Literaturangaben. 


In vielen Fallen interessiert neben den Uber- 
schreitungszeiten der Nullinie aber auch die Frage 
nach der Uberschreitungsdauer eines beliebigen 
Wertes, insbesondere eines Wertes, der wesentlich 
hoher als der Effektivwert des Rauschens liegt. Die- 
ses Problem ist in der Literatur unseres Wissens bis- 
her nicht gelést worden. Im folgenden werden, auf- 
bauend auf den Ansadtzen von Rick, diese Vertei- 
lungskurven fiir weifes Rauschen beliebiger Band- 
breiten berechnet. Dabei wurden die Formelzeichen 
von Rick weitgehend beibehalten. 


Bild 1. Uberschreitungszeiten t des Stromes J}. 


2. Ableitung der allgemeinen Gleichung 


Wir betrachten eine statistische Funktion der 
Zeit, z. B. einen Rauschstrom J (t). Die Wahrschein- 
lichkeit dafiir, daB der Strom zu einer beliebigen 
Zeit t; einen Wert zwischen J; und 4; + dJj, hat, 
sei durch p(I1) dJ1 gegeben, die Wahrscheinlich- 
keit dafiir, daB der Strom zur Zeit t; einen Wert 
zwischen J, und J; + dl, und die Stromkurve 
auBerdem eine Neigung zwischen J; und I; + dJ; 
hat, durch p(J,, [j)dJ,dZ; und schlieBlich die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Stromkurve zur 
Zeit t; einen Wert zwischen J; und J; + dJ; mit 
einer Neigung zwischen J; und J, + dJ; und auBer- 
dem zur Zeit to = t; + t einen Wert zwischen I und 
Ig + dl, und eine Neigung zwischen I, und I, + 
di, hat, durch p(11, [;, Iz, 13; 7) di dh diz diy. 
Da die um 7 auseinanderliegenden Strome und 
Neigungen nicht unabhangig voneinander sind, sind 


Eta, 


i eee 
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die mehrere Variablen enthaltenden Wahrscheinlich- 
keiten nicht die Produkte der Einzelwahrscheinlich- 
keiten. AuBerdem hangt die zuletzt angegebene 
Wahrscheinlichkeit von dem Zeitunterschied t ab. 

Beim Uberschreiten der Linie J; in Bild 1 hat der 
Strom eine positive Neigung. Wir wollen daher zu- 
naichst die Wahrscheinlichkeit p; dafiir berechnen, 
daB der Strom in einem differentiellen Zeitinter- 
vall dé, zwischen ¢; und ¢; + dé, einen bestimmten 
Wert J; mit einer positiven Neigung durchschreitet. 


0) ty dt, ty+dty US 


Bild 2. Méglicher Wert I(t) aller Rauschstréme, die in der 
differentiellen Zeit dt; den Strom J; mit einer Nei- 
gung tan B = 1; tberschreiten. 


Bei einer zunachst als fest angenommenen posi- 
tiven Neigung J; = tan § wird die Linie J; in der 
Zeit zwischen ¢; und ¢; -+ dt, da die Stromkurve in 
dem differentiellen Zeitbereich dt; durch eine Ge- 
rade ersetzt werden kann, nach Bild 2 durchschrit- 
ten, wenn der Strom zur Zeit f; zwischen den Gren- 
zen J, — I; dt; und J, liegt. Wir haben daher in 
der oben definierten Zweifachwahrscheinlichkeit nur 
dI, = I, dt, zu setzen und erhalten als Wahrschein- 
lichkeit dafiir, daB der Strom J; in der Zeit dé, mit 
einer positiven Neigung zwischen J; und J; dJ; 
durchschritten wird, den Wert p(J1, [;) I, dt; dJj. 

Da J, fiir eine positive Neigung alle positiven 
Werte zwischen Null und unendlich annehmen kann, 
wird mithin die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB der Strom J; in der Zeit dt, mit irgendeiner 
positiven Neigung durchschritten wird, 


pi=adh f I, p(h, 1) 4X. (1) 
0 


Nach den gleichen Uberlegungen wird die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, daf der Strom die Linie [2 mit 
negativer Neigung durchschreitet, 


0 
pe = — dte f 1, p(Ie, 13) aly (2) 


und die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Strom 
die Linie J; in der Zeit zwischen t; und ¢t, + df, 
mit positiver Neigung und im Zeitraum tg=t, --+t 
bis tg-+dtg (bzw. im Zeitraum t bis t+ dr) die Li- 
nie [zy mit einer negativen Neigung durchschreitet, 


co 0 
p3 =— dty dle f dl; f alg 1, I, p(1y, I, Is, 15; 7). (3) 
0 —co 


Statt dt2 kann dt gesetzt werden, wenn man Tt als 
Veranderliche ansieht. 

Die Wahrscheinlichkeit ps3 ist die Wahrscheinlich- 
keit dafiir, daB der Strom die Linie J; zur Zeit t, 
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mit einer positiven Neigung schneidet und daB8 die- 
ser Strom nach der Zeit t durch die Linie Jz wieder 
zuriickkommt. Gezahlt werden also nur die Faille, 
in denen der Strom die Linie J; zur Zeit tf; mit posi- 
tiver Neigung schneidet. Dividiert man daher pg 
durch die prozentuale Anzahl der gezahlten Falle, 
d. h. bei geniigend langer MeBdauer durch die Wahr- 
scheinlichkeit p1, so erhailt man die Wahrscheinlich- 
keit dafiir, daB ein Strom, der die Linie J; zu irgend- 
einer Zeit mit positiver Steilheit schneidet, nach der 
Zeit t die Linie Iz mit negativer Steilheit schneidet. 
Die letzte Wahrscheinlichkeit ist aber fiir [2 = J; 
die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB der Strom nach 
der Zeit t eine bestimmte Linie J = J; wieder mit 
entgegengesetzter Steilheit durchschreitet : 


(eas ide PEy by (4) 
Pl 

Das ist nicht unmittelbar die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, daB der Strom eine bestimmte 
Linie 7, wahrend der Zeit t dauernd iiberschritten 
hat, da in p3 auch die Falle gezaihlt werden, in denen 
der Strom zwischendurch wieder unterhalb der Li- 
nie J; war, diese Linie also zwischendurch 2.-, 4-, 
6mal usw. durchschritten hat, vgl. Kurve b in Bild 3, 
die offenbar sowohl bei der gesuchten Dauer Tt als 
auch bei der nicht gesuchten Dauer t’ die Bedin- 


a 


Bild 3. Von der Rechnung erfaBte gesuchte (t) und nicht 
gesuchte (t’) Uberschreitungszeiten. 


gungen des negativen Durchschreitens der Linie J; 
erfiillt und damit gezéhlt wird. Dadurch muB es 
dazu kommen, da das nach Gl. (4) berechnete p fiir 
groBe Werte von t, insbesondere bei breitem Fre- 
quenzband, das sehr viele unterschiedliche Frequen- 
zen des Rauschspektrums enthalt, zu groB wird und 
moglicherweise wieder ansteigt, und daB das ge- 
samte Integral iiber p wegen der Mehrfachzahlung 
groBer als eins wird. Wir mii&ten durch weitere 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen iiber das Auf- 
treten mehrfacher Durchginge durch die Linie J; 
die Falle mit mehrfachen Durchgangen ausscheiden, 
was auf wesentlich schwierigere Rechnungen fiihren 
wiirde, so daB wir uns ebenso wie Rick [1] bei der 
Berechnung der Uberschreitungszeiten der Nullinie 
mit der Gl. (4) als erster Naherung begniigen. Da bei 
ihr eine Trennung der richtigen und falschen Durch- 
gange nicht méglich ist, miissen wir den vor allem 
bei breiten Rauschbandern und niedrigen Uber- 
schreitungslinien auftretenden Wiederanstieg der 
Wahrscheinlichkeitskurven eliminieren. Durch diese 
Korrektur werden die Verteilungskurven bei breiten 
Bandern fiir grofe Uberschreitungsdauern ungenau 
bzw. miissen vorzeitig abgebrochen werden. 


ee a eer geen AL Tye 28 ass a 


A.E.U. Band 15 
[1961], Heft 9 


Zur Berechnung von 71, p3 und p ist die Kenntnis 
der in den Gl. (1) und (3) auftretenden Wahrschein- 
lichkeitsdichten erforderlich. Da das Rauschen aus 
zahlreichen statistisch verteilten Kinzelvorgingen 
besteht, muB nach einem Satz der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung die Wahrscheinlichkeitsdichte des 
Rauschstroms eine GauBsche Kurve sein, also 


p(hH= 


e— P20 5 
eae (9) 


gelten. Dabei ist J der Augenblickswert und o der 
Effektivwert des Rauschstromes. Da aus dem glei- 
chen Grunde auch die Abhangigkeit von IJ’ eine 
GauBsche Verteilung sein muB, verlaufen die Wahr- 
scheinlichkeitsdichten p(1y, Jj) usw. nach GauB- 
schen Wahrscheinlichkeitskurven mit mehrfachen 
Variablen. 

_ Eine mehrfache GauBsche Verteilung mit den Zu- 
fallsvariablen x1, 22,...,%n hat die Wahrschein- 
lichkeitsdichte 
>> Mi Xi Lk 
l = ae eS 


eaeamae 


Ofte. on = 


Darin ist M die aus den zweiten Momenten 
Lee = Gey a UB) 


(Uberstreichung bedeutet zeitlicher Mittelwert) ge- 
bildete Determinante 


Mit 12 - Min 
dries pom) 
Hn1l nz - - Unn 


wahrend die Mx die zu wiz gehorigen Unterdeter- 
minanten sind. 

In unserem Fall setzen wir fiir x1, ... , %4 die zu- 
fallig veranderlichen Strome und Neigungen — und 
zwar zur Erzielung einer symmetrischen Determi- 
nante in der Reihenfolge J;, Ij, I, und Jz — ein, 
so daB 

r= ff 1= If (t) : 

w2 = J ie — rate ie 
ag = 1,=I1' (t+), 
Te Io = T(t -- Tt) 


wird. Fiir den Rauschstrom setzen wir die bekannte 
Darstellung als Fourierreihe 


I(t) = >) en cos (ont + Yn) 


(9) 


(10) 


mit spaterem Grenziibergang gegen unendlich klei- 
nen Frequenzabstand df ein. In Gl. (10) ist gp eine 
Zufallsvariable mit gleichmaBiger Verteilung, cy die 
Amplitude einer einzelnen Teilschwingung, cz/2 mit- 
hin die Leistung einer Teilschwingung am Wider- 
stand eins. Im Grenzfall eines Rauschspektrums, 
also bei unendlich dichter Verteilung der Kinzel- 
frequenzen im Abstand df mit der Leistungsdichte 
w/(f) ist daher 

2/2 = wif) df (11) 


zu setzen 
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Nach den angegebenen Gleichungen kénnen fiir 
jede vorgegebene Leistungsverteilung w(f) eines 
Rauschspektrums die zweiten Momente juz und dar- 
aus die Wahrscheinlichkeiten pz und p, nach Gl. (6) 
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit p von Gl. (4) 
berechnet werden. Die Rechnung ist fiir ein gleich- 
mafiges Rauschspektrum in den Grenzen fa bis fy 
im Anhang durchgefiihrt und liefert fiir diesen Fall 
die Gl. (46) fiir die Wahrscheinlichkeit p bzw. die 
zugehérige Wahrscheinlichkeitsdichte (ty) als 
Funktion der auf die mittlere Bandfrequenz 


In= ath a 
normierten Uberschreitungszeit 
Tn =}m Tb: (13) 


3. Zahlenmibvige Ergebnisse 


Nach Gl. (46) wurden die Wahrscheinlichkeits- 
dichten p(tn) und daraus durch numerische Inte- 
gration die Verteilungskurven 


P(t) = { p(tn) den 


™Tm=0 


der Uberschreitungszeiten fiir weiBes Rauschen ver- 


(14) 


- schiedener Bandbreiten, und zwar fiir Bander mit 


einem Verhaltnis von unterer zu oberer Grenz- 
frequenz von fq/fp = 0; 0,4 und 0,8 fiir verschie- 
dene, die Uberschreitungshdhe kennzeichnende 


Werte (0 Ly /Lese (15) 


(vgl. Bild 1) berechnet. Die berechneten Kurven 
sind in den Bildern 4 und 5 wiedergegeben. 


Diskussion der Kurven 

Beischmalen Rauschbandern (fq/fp = 0,8, Bild 4c) 
entspricht die am haufigsten auftretende Uberschrei- 
tungsdauer der Nullinie (Kurve « = 0) ungefahr 
dem Nullpunktsabstand der mittleren Frequenz des 
Rauschbandes (tp—max = 1/2fm). Die Streuung ist 
ungefahr symmetrisch, Uberschreitungszeiten, die 
groBer oder kleiner als 1/2fq bzw. 1/2f» sind, sind 
selten. 

Mit wachsendem «, also bei gréferer Hohe der 
Uberschreitungslinie von Bild 1, werden die Uber- 
schreitungszeiten naturgemaB kleiner, bei einer 
Sinusspannung konstanter Amplitude um einen be- 
stimmten Faktor entsprechend der abgeschnittenen 
Sinuskuppe. Bei einer Rauschspannung k6énnen aber 
wegen der verschiedenen Amplituden der einzelnen 
Rauschschwingungen sowohl etwas groBere, als auch 
vor allem wesentlich kleinere Zeiten als bei einer 
Sinusspannung mit gleichem Effektivwert auftreten, 
so daf die Kurven eine relativ starkere Streuung 
haben und unsymmetrisch zugunsten kleiner Uber- 
schreitungszeiten werden (Kurven « = 0,5 und | in 
Bild 4c). Da das Integral iiber p den Wert eins hat, 
muB wegen der gréBeren Streuung der Maximalwert 
von p kleiner sein. 

Erst bei Uberschreitungshdhen vom Mehrfachen 
des Effektivwertes, bei denen nur noch einzelne 
Spitzen tiber die Begrenzungslinie hinausgehen und 
der Vergleich mit einer Sinuskurve versagt, grup- 


Ripe oral Uae 
7 | VEN Be ste ae ie 
nies. WA " Hf gt cau roe 

7 S Wr Mabe f 7 
4 sas | 


cee 
OMA es 


ASR e ss 


Oo 
w 
oh 
> 
Le) 
on 
XS) 
fon) 
LQ 
Na 


3> 
a 
i] 

st 


Bild 4. Wahrscheinlichkeitsdichten der Uberschreitungs- 
zeiten t fiir verschiedene Bandbreiten und Uber- 
schreitungshéhen « = 11/Terr, fm = (fa + fo)/2; 
(a) TiefpaB, fa/fo = 0; 

(b) BandpaB, fa/fo = 0,4; 
(c) BandpaB, fa/fo = 0,8. 
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pieren sich die Zeiten wieder einigermafen gleich- 
maBig um die haufigste Uberschreitungszeit (Kur- 
ve « = 2), wobei bei wachsendem « eine Unsym- 
metrie im entgegengesetzten Sinn mit Bevorzugung 
der langen Uberschreitungszeiten auftreten kann 


(Kurve « = 3). Sie kann dadurch erklart werden, 


daR die Uberschreitungszeiten nach oben zuniichst 
nicht begrenzt sind und immer mal wieder groBere 
Spitzen mit langeren Uberschreitungszeiten auftre- 
ten kénnen. Da der gesamte Zeitbereich verkleinert 
ist; muB die maximale Amplitude wieder wachsen. 
Die durchgefiihrten Uberlegungen erklaren den Ver- 
lauf der Kurven von Bild 4c. 

Bei breiten Rauschbandern (fa/fp = 0 und 0,4, 


Bild 4a und b) miissen die Wahrscheinlichkeits-_ 


kurven fiir die Uberschreitungszeiten der Nullinie 
wegen der Vielzahl der moglichen Frequenzen 
wesentlich breiter und damit, da das Integral eins 
bleibt, flacher werden. AuBerdem wird sich, da bei 
der Addition vieler Sinusspannungen der Wert Null 
wahrscheinlicher ist als ein dauernd positiver oder 
negativer Wert, die Anzahl der Nulldurchgiange 
gegeniiber den Nulldurchgangen der mittleren Fre- 


. quenz erhdhen, so da sich die Maxima nach links 


verschieben. Die iibrigen Uberlegungen bleiben be- 
stehen. Bei hohen Uberschreitungswerten (« = 3), 
bei denen nur noch die Rauschspitzen die vor- 
gegebene Linie tiberschreiten, sind die Kurven fiir 
die normierten Uberschreitungsdauern nur un- 
wesentlich verschieden (in Bild 4c anderer Ordi- 
natenmaBstab!). Bei groBen Uberschreitungszeiten 
und kleinen Werten von « steigen die Wahrschein- 
lichkeitskurven aus den in Bild 3 dargestellten 
Griinden wieder an, so da sie hier abgebrochen 
werden muBten (gestrichelte Kurventeile in Bild 4a 
und b). 

Die aus p(tn) durch numerische Integration be- 
rechneten Verteilungskurven sind in Bild 5 fiir die 
angegebenen Rauschbander dargestellt. Die Ver- 
teilungskurven fiir « = 0 und 0,5 erreichen bei den 


Bild 5. Verteilungskurven der Uberschreitungszeiten t fiir verschiedene Bandbreiten f,/f, und 
)berschreitungshéhen a = 1;/Tere; Ordinate: Prozentzahl der Falle, bei denen der 
Abszissenwert unterschritten bleibt; fm = (fa + fo)/2; 


(a) fa ‘fo = 0, (b) fal fo = 0,4, 


(c) fa/fo = 0,8. 
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_ breiten Bandern mit fq/f, = 0 und 0,4 aus den eben 
angegebenen Griinden nicht den 100°%-Wert. Die 
Steilheit der Verteilungskurven ist fiir kleine, bei 
schmalen Rauschbindern fiir mittlere Werte von 
a am kleinsten. Zeichnet man dagegen die Kurven 
auf die relativen Uberschreitungszeiten t/t50 0, um, 
so werden die Kurven mit wachsendem « stindig 
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Bild 6. 10%-, 50%- und 90°%-Werte der Uberschreitungs- 
zeiten fiir verschiedene Bandbreiten in Abhangig- 
keit von « = 14/Leee; fm = (fa + fo)/2. 
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Rauschspannung gemessen, die einem breitbandigen 
Rauschgenerator entnommen war und entweder 
durch einen Tiefpa8 mit den Grenzfrequenzen (3 dB 
Abfall) fa = 0,15 kHz, fy = 8,7 kHz, also der mitt- 
leren Bandfrequenz fm = 4,42 kHz und durch ein 
Daimpfungsglied zum Einstellen des Effektivwertes 
oder durch ein Bandfilter mit Jalfp = 0,8 (fa = 
O4°kHz. fp 8 EH2, fm 7,2 kHz) und Damp- 
fungsglied gegangen war. Die Uberschreitungszeiten 
einer bestimmten SpannungsgréBe wurden mit einer 
Apparatur, ahnlich der in [3] beschriebenen, mit 
einer Genauigkeit von + 1 ys gemessen. Aus jeweils 
etwa 500 Einzelmessungen wurden die in Bild 7 
durch Punkte gekennzeichneten treppenformigen 
Verteilungskurven erhalten, die mit den ausgezo- 
genen, aus Bild 5 fiir die mittleren Bandfrequen- 
zen fm umgerechneten theoretischen Kurven gut 
ubereinstimmen. Die geringen Streuungen sind sta- 
tistischen Ursprungs. Im Fall fg = 0 und « = 0,5 
und 1 ergeben die MeBwerte eine gute Verlingerung 
der theoretischen’ Kurven, deren Berechnung fiir 
gréBere Uberschreitungszeiten in diesen Fallen aus 
den friiher angegebenen Griinden mit der benutzten 
Methode nicht moglich ist. 
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Bild 7. Berechnete ( ) und gemessene (---*: 


-) Verteilungskurven der Uberschreitungszeiten t 


yon weiBem Rauschen fiir verschiedene Bandbreiten fa/fp und Uberschreitungshéhen o& = Ty) Ler; 
Ordinate: Prozentzahl der Falle, bei denen der Abszissenwert unterschritten bleibt; 


(a) fa/fo +0, fm = 4,42 kHz; 
(b) fa/fo = 0,8, fm = 7,2 kHz. 


flacher, die Streuungen der relativen Uberschrei- 
tungszeiten also gréBer. 

Bild 6 zeigt schlieBlich noch Kurven fiir die Uber- 
schreitungszeiten Tp, die in 10%, 50% und 90% der 
Falle unterschritten bleiben, in Abhangigkeit von « 
mit fa/fp als Parameter. Man sieht, dab oberhalb von 
« = 1 die Bandbreite nur wenig in den Kurven- 
verlauf eingeht. 


4. Vergleich mit Messungen 


Zur experimentellen Bestatigung der berechneten 
Kurven wurden die Uberschreitungszeiten einer 


Anhang 


Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit p von 
Gl. (4) miissen zundchst die in Gl. (1) und (3) auf- 
tretenden Wahrscheinlichkeitsdichten bekannt sein. 
Zur Ausrechnung dieser GroBen nach Gl. (6) miissen 
die Mittelwerte (7) mit den durch (9) und (10) ge- 
gebenen Stromwerten berechnet werden. 

Da die Mittelwerte fiir lange Zeiten tiber zwei 
Sinusfunktionen verschiedener Frequenz Null sind 
und fiir die Mittelwerte der Produkte bei gleicher 
Frequenz mit den Abkiirzungen a = wnt + Yn, b 
oder c = wnt die Gleichungen 
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> 3 1 
cos a cos (a -+ 6) = cos a (cos a cosb — sina sin b) = 3 008 b, 
; 1 
sin asin (a + b) = sina (sina cos b + cosasin b) = 3 008 D; (16) 
cos (a + b) sin (a + c) = (cosa cos b — sina sin 6) (sina cos ¢ + cos asinc) = 
l Ti Cinieterran 
= = cosbsine — 5 sin b cos ¢ — sin (c — b) 
gelten, ergeben sich die Werte ix nach Gl. (7) mit met 
GL. (9), (10) und (16) zu Yr = f w(f) cos 2 nf rdf. (22) 
is is 0 
aati HORE tees a oa esa) a ae Durch Differentiation nach t erhalt man die ibrigen 
/ a Ange : eee Werte der Gl. (17). 
Bae AES ad bee 2 Bin ee ae Oe a Fiir ein gleichmaBiges Rauschspektrum mit der 
Ti an ee » UD) see ian konstanten Leistungsdichte wo in den Grenzen fa 
praa=T(H)Lt+ 1) = i Ne aL 2, ag i te fo, auf das wir die Zahlenrechnung beschranken 
TTR aed » wollen, wird nach Gl. (22) mit der Abkiirzung 
fog = I'(t) (t+ 1) = D1 Fn On OOS OnT =—Yrs 
; Pa,b = 27 fa, oT (23) 
Bi fag 1it)2 = > 3 = Yo, (17) we 
= sin wp — Sin Pa) (24) 
ners 1 Wr 9 TT ( Pb YP 
fez = ps3 = I'(t)? = D5 Fol — Yo, 
und durch Differentiation 
Hine oa 1 (T(t) 0: a 
Mit diesen Werten wird die Determinante (9) ip i ane (Pp C08 Pp = Pa COB Pa — (24a) 
Wo 0 Wr Wr — sin yp + sin aq), 
O00 pera Vere avs rete 20 io ota) ne 
ei EO oe Sate oe Ue are cages cease UO ee (24b) 
T aa 2 0) Vi, 2 } 
' ue — sin gp + sin Ma ae —— sin yp — 2 sin aq) 
Die Unterdeterminanten M,; werden 
” ” Ch Fir t = 0 erhalt man 
Mi = Mag = yoyo? — yr?) + Yo 2, . 
/ Mt (ZA 0 
Miz = Moi = yi (Po Ye — Yc Yo) = —Maa=—Maz, po= sea (Po — Pa) = Wo(fo — fa), (24c) 
M13 = Mai = yr(Po Yo — Yr Yt) + YF = Sar pct ts 
uw /0 Sa Cet 
= — Mya = — M22, (19) yo = aie 2 = wo(fs — fa). (24d) 


Yr?) — Pr Yrs 
Wz) — Yoyr?, 
Pe) + Yr pr? 


Fiir die folgende Rechnung werden M22 und Mos 
und die beiden Kombinationen 


Mir +My4 = (po— yr) (yo — px) (po + pr) + v2] = 
= (po — pz) F, (20) 
Mi2+Mo=—y.F 


Mig = Ma = — yx (yo? — 
Moz = M33 = — wo (ye — 
Mo3 = Ms2 = yr (ye — 


gebraucht. Fiir M gilt, wie man durch Ausrechnen 
der Determinante (18) und Einsetzen der Werte 
aus Gl. (19) leicht zeigen kann, die Beziehung 
fa eae 
M = Mee Mss (21) 
Yo — Pe 
Damit sind simtliche M-Werte durch die in der 
ersten Gleichung (17) definierte Funktion y, aus- 
gedriickt. y, hangt von dem betrachteten Rausch- 
spektrum ab. Nach der Definitionsgleichung fiir y, 
wird fiir den Grenziibergang eines tinendiieh™ dichten 
Rauschspektrums mit Beachtung von Gl. (11) 


Da wo die Leistungsdichte am Widerstand eins 
ist, ist V po der Effektivwert des Rauschens, also 
neben fg und fy, im allgemeinen gegeben. 

Mit den Gl. (24) sind die M-Werte in den Gl. (19) 
bis (21) bekannt. Mit diesen M-Werten wird die 
Vielfachwahrscheinlichkeit (6) 


p(h, DS Is, I9),=1,) 4 


1 

——— exp ;}— —_[2 MW, I? + M,, I;? 
4n2/M P{ ru | uty + Mo Ly ¥ (95) 
+ Moe Is? + 2(My, + My) 1, I, —2(My. + May) x 


XT +2My Ti + 2My TU). 


Fiihrt man als neue Variablen 
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Moz a My2+ Mo, 
Moe sia =? 
22 V2 M Moe 
ie (27) 
My+ M 
“ne / ne 14 eee 
ein, so wird (28) 
joi Che hl ey Ns ree 
4 72 JM 
und nach Gl. (3) die Wahrscheinlichkeit 
M3l2 e-& 
==" df; dég ——___—_ 
P3 1 dle 7 M3, x 


<< f fda dy ay eeu t2acy+2b(0+0) | 
00 


Die Gl. (28) und (29) sind die Verallgemeinerun- 
gen der Gleichungen von Rice [1], S. 66, fiir den 
Fall einer beliebigen J,-Linie statt der Nullinie. 

Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit p; 
nach Gl. (1) lautet die fiir die Zweifachwahrschein- 
lichkeitsdichte p (I, , J;) geltende Determinante nach 
Gl. (8) und (17) 


| i fete yo 9 ” 
M — => —_ — ¢ 
[21 [22 0 — YW Yo Po - (30) 
Mithin wird nach Gl. (6) 
612 — yo Ei 
ply E) = ———— exp (PE), 81) 
2x V — wo Yo — = Yo Po 


worin nach Gl. (24d) — yo positiv ist. Nach Gl. (1) 
wird dann mit elementarer Integration die Wahr- 
scheinlichkeit p, fiir das Durchschreiten der Linie 1; 
mit positiver Steilheit 1; 


dt Pe es 
D1 = week = e ces au 120 eee = 
2nV— Y0 Yo 2 
—— ‘ 
dty 1 /— yo eo Hil2 v0 Soy 
ZiT Wo : 


Die Division von p3 und p, gibt nach Gl. (4) die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit p, wobei dtz = dr gilt. 
Fiihrt man statt t noch die auf die mittlere Band- 
frequenz (12) normierte Zeit (13) ein, so wird 


P= P(t) dtm = (33) 
_ 2dtm / Yo ae ent HI2¥0) 7p 
tim ) —Yo Mo, 


mit Memigiededyayes ta (33a) 
00 


Fiir 7; = 0 (Schnitt mit der Nullinie des Stromes), 
woraus nach Gl. (27) 6 = 0 undc = 0 folgt, stimmt 
Gl. (33) mit der Gleichung von Ricg [1], 8. 66, iiber- 
ein. Fiir diesen Spezialfall hat Rice das Doppel- 
integral D geschlossen gelést. Fiir den allgemeinen 
Fall mit J, +0 1aBt sich seine Lésungsmethode 
nicht anwenden. Hier bleibt nur eine numerische 
Lésung des Integrals. Fiir die numerische Loésung 
muB das Doppelintegral (33a) in ein Einfachintegral 
iibergefiihrt werden. Das innere Integral von 
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Gl. (33a) mit der Integrationsvariablen y ist nun 
mit der Substitution 


y—axz—b=t (34) 
D; = ieee e Ut taay+2by Wa 
aie (35) 
= "74 f t+ ae+ be “dt. 
‘t=—ax—b 


Mit Ausrechnung des ersten Gliedes und Kin- 
fiihren des tabellierten GauBschen Fehlerintegrals 


Dike Nee 
DP a a d 
(2) Vx ne t (36) 
mit (cc) =1 und O(—z) = —@(z) (36a) 


1 ax 2 Tt 
D; = 5 + (ax + dje' rors wax + d)], 
Das Einsetzen von Gl. (35a) in Gl. (33a) liefert 


1 ra —2*+2b2% 
ID GE << 
2 J (37) 


x {1+ )/x(ax + bye? 11 + (ax +b)]} da. 


Fir negative Werte von a, die bei groBen Werten 
von Tt, und breiten Frequenzbaindern auftreten, 
gehen die eckige Klammer und die geschweifte 
Klammer mit wachsendem w schnell gegen Null, 
so daB fiir eine numerische Lésung des Integrals (37) 
der Integrand gentigend schnell konvergiert. Das 
erste Glied von Gl. (37) wurde daher nicht ge- 
schlossen integriert. Fiir den wichtigsten Teil der 
Werte ist aber a positiv und meist nahe eins. Hier 
empfiehlt sich eine Umformung des Integrals (37). 
Mit 1+ @6=2—(1—®) kann Gl. (37) in die 
beiden Teilintegrale 


D, = Vx fae ™t7* (ax + b) Coeds (38) 
0 


und 


1 ra —27+2ba 
Dz ==] xe ~< 
be | (39) 


x {1 -- V x(ax + b) eT = Olax b)]} da 


zerlegt werden. 

Das erste Integral laBt sich geschlossen lésen, so 
da nur Dz numerisch ausgewertet werden muB. Da 
die geschweifte Klammer bei positivem a mit wach- 
sendem «x schnell gegen Null geht, ist eine ge- 
niigende Konvergenz des Integranden vorhanden. 
Dz ist im allgemeinen klein, bei kleinem Tp (tr 0,3) 
und bei schmalen Bandern sogar vernachlassigbar 
klein gegen D;. D, wird mit der Substitution 


Vl—a@a (40) 


| tt aT 1 4 1 S45 


e270 —a) 


Di=\r d — aan | (eA 


—" 


b') (at + b’)e-* dé. (41) 


Be 
2 


metre POE VER A Ph oe, 


a. 


ct 


Ane | Aa gd atti = ip ee Mee ee 
eae 


“ 


xt Moths 
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Auflésen der Klammern im Integranden und par- 

tielle Integration der einzelnen Glieder liefert mit 
: Pale , 

dem Fehlerintegral (36) und mit [ey Ot 104 

nach Gl. (40) ia 

Vx 


2(1— ase ~* 


Di = 4 


) 
5 [ee 4 Vr e2vla—a) s ae vs) [1+ @(6')]>. 


2 
Mit Gl. (42) und (39) wird das Doppelintegral (33 a) 
Vr 
2(1 — a2)3!2 


x {Be + Vrern—a(S 4 v2) ie oy} + 


D= x 


12 whaudat pat (43) 
tgfze B+2DG yy 


x {1 —/r (ax + b)e@*+" [1 — O(ax + b)]} de. 


Die Gleichung ist fiir die numerische Berechnung 
bei positivem a geeignet, wahrend Gl. (37) fiir 
negative a geeignet ist. 

Mit Gl. (43) bzw. Gl. (37) ist die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeitsdichte p(t) nach Gl. (33) bekannt. 
Fiir die endgiiltige Formel empfiehlt sich noch eine 
Normierung: 

Wir beziehen den Wert J; auf den Effektivwert 


V yo mittels 


Ih =alen =a) po, (44) 
setzen in den Gl. (24) bis (24d) 
Wo y Wo , aA Wo ut 
We == ie: War, Yr= ype be Vo = ape Wher (45) 


und bezeichnen ebenso die mit den normierten 
y-Werten (Bezeichnung yn) nach den Gl. (19) be- 
rechneten M-Werte durch den Index n. Dann geht 
G1. (33) mit Benutzung von Gl. (21), (27) und (13) 
iiber in die Endgleichung 


P(t) = (46) 
na 2 | Wno (lisa) 2 
ttm VY —Yno (Yao — Pax)?” 
Darin ist D fir positive a durch Gl. (43), fiir 
negative a durch Gl. (37) gegeben. Weiter ist nach 
friiheren Gleichungen mit Benutzung von Gl. (21) 
fiir M und Einfiihrung der normierten Werte nach 


Gl. (45) 


Myo. 07 + @'l2) D 
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Ty Ty 
4S eo > 
Vyo Lett 
Mn23 Mig-- Mea 7 oe 
a= : b = — —__——_ J, 
Mn22 V2M Moe 
* Mniz + Mnea |/ ean poo. (47) 
2 Moos Laat 
eas Mii+Mis 7 
v=o a und Co ary eae 
eS es ey 


Die unabhangige Veranderliche Ty ist durch Gl. (13) 
gegeben, die wn-Werte sind durch die Gl. (45) und 
(24) und die My-Werte durch die Gl. (19) gegeben, 
wenn man die in Gl. (19) auftretenden w-Werte 
durch die entsprechenden dimensionslosen pp-Werte 
ersetzt. 

Fiir « = 0, Uberschreitung der Nullinie, geht 
71. (46) mit (43) wegen 6 = 0, b' = 0, c= 0 und 
aMy22 a My23 nach Gl. (47) liber in 


Wno Mn23 
T = 77 5) 2 ° 
oe lex (Pao = Yas) A 


O(] = azyele 


Ta 
x fae-*[1 —/raxe”™ [1 — (a2) da}. 
0 


(48) 


Vergleicht man diese Gleichung mit der fiir diesen 
Fall geltenden Gleichung (3.4—1) von Rick [1], so 
hat diese nach einigen einfachen Umformungen 
an Stelle der geschweiften Klammer von Gl. (48) 


den Wert 
(ae 
ae tenes ae } 
a 


f | (ee 
Tw a 


Ol Sarctan <a. 


mit 


Beide Klammern stimmen zahlenmaBig iiberein. 
Die umfangreichen Zahlenrechnungen wurden 
von Frau M. Busse ausgefiihrt. 
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Inhomogene Leitungen mit ortsunabhiingigem Verlustwinkel 
als ‘Transformatoren minimaler Bauliinge 
zwischen zwei Leitungen gleichen Verlustwinkels 
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In der Hochfrequenztechnik verwendet man Leitungstransformatoren aus wenigen homogenen 
Leitungsabschnitten, wenn die Ubertragung zwischen zwei endlichen Grenzfrequenzen stattfinden 
soll. Fiir die Ubertragung sehr breiter Bander eignen sich inhomogene Leitungstransformatoren, 
die Hochpaficharakter besitzen. Ihre Anwendung wird besonders interessant, wenn die langste 
reflexionsarm zu tibertragende Wellenlinge erheblich gréBer sein kann als die Baulange der in- 
homogenen Transformationsleitung. 

Eine optimale Dimensionierungsvorschrift fiir verlustlose inhomogene Leitungen mit ortsunab- 
hangigem Phasenmaf ist von KLOPFENSTEIN aufgestellt worden mit Hilfe des von BoLrNpER 
unter der Voraussetzung kleiner Quadrate des Spannungsreflexionsfaktors, |o|2 < 1, abgeleiteten 
Paars von Fouriertransformierten. 

Eine entsprechende Vorschrift wird gesucht fiir inhomogene Leitungen mit Verlusten als 
Transformatoren zwischen zwei komplexen Wellenwiderstinden. Fiir kleine Quadrate des mitt- 
leren Spannungsreflexionsfaktors |0m| gelingt ihre Aufstellung auch fiir unendliche effektive Uber- 
setzungsverhaltnisse bei der Annahme, dafi der Verlustwinkel auf der inhomogenen Leitung allein 
durch Kapazitats- und Ableitungsbelaige gleicher Ortsabhangigkeit hervorgerufen wird und auf 
den angrenzenden Leitungen den gleichen Wert. besitzt. 

Inhomogene Dampfungsleitungen mit unendlichen effektiven Ubersetzungsverhaltnissen spielen 
eine bedeutende Rolle in der Theorie der elektromagnetischen und akustischen Absorber. 


In UHF engineering transitions between transmission lines consisting of a small number of 
short uniform lines are used, if transmission is to take place between two finite cutoff frequencies. 
Gradually tapered inhomogeneous transmission lines having a high-pass character of the voltage 
reflection coefficient pattern are well suited for the transmission of very wide frequency bands. The 
application is of particular interest, if the longest wavelength to be transmitted with low reflection 
can considerably exceed the overall length of the inhomogeneous transmission line. 

A lossless inhomogeneous transmission line with constant propagation velocity along the line 
that optimizes the relationship between band-pass width and reflection level in the band pass was 
discovered by KLOPFENSTEIN. He applied Fourier transforms according to the theory of BoOLINDER 
mainly based on the assumption of very small quantities of the square of the voltage reflection 
coefficient: |o|?< 1. 

An inhomogeneous transmission line with losses and varying propagation velocities having the 
same reflection coefficient pattern as the KLOPFENSTEIN line is required as a transformer between 
two complex characteristic impedances. Within the basic assumption of small quantities of the 
average reflection coefficient |gm| an optimum inhomogeneous transmission line is described even 
for infinite effective transmission ratios, if the power factor of the series impedance per unit length 
is zero and the power factor of the shunt admittance per unit length is constant along the in- 
homogeneous line and has the same value on the adjacent homogeneous transmission lines. 

Inhomogeneous transmission lines with losses and infinite effective transmission ratios play an 
important part in the theory of electromagnetic and acoustic absorbers. 


1. Allgemeine Theorie inhomogener Leitungen 
bei kleinen Eingangsrefiexionsfaktoren 


BoxLInDER [1] beschreibt eine Theorie inhomo- 
gener Leitungen, die durch die Vereinfachung der 
strengen Differentialgleichung des Spannungs re- 
flexionsfaktors 9 mit |o|2< 1 méglich wurde. Es 
bleibt zu untersuchen, ob sich diese Theorie auf in- 
homogene Leitungen mit starken Verlusten und 
stellenweise sehr groBen Reflexionsfaktoren erwei- 
tern laBt. 

Die strenge Riccatische Differentialgleichung in 
Abhangigkeit von der geometrischen Koordinate «/1 
lautet 


do ee aD a Calin es 02 e(L 
de] + Pal) (1 a y(x/l) lo (1) 
wobei P(x/l) = Potente sel P(x/t)e"? (2) 


Dee (vil) 


als Reflexionsquelle bezeichnet werden soll. (AuBer 
Y, 010, 0; Ow. Gi und ex sind komplexe Groen unter- 
strichen.) 

Bei einer Vernachlassigung von 0? gegeniiber eins 
entsteht eine einfache Differentialgleichung mit dem 
Loésungsansatz 

al 
21 f y(a/l)d(a/l) 
ase? < (3) 
a|l ; 
afl —21 f y(a/l)d(a/l) 
x 10,—f Pee ° d(a/2) 
i) 


Kann |0|? nicht an allen Stellen der Leitung kleiner 
als z. B. 1% sein, so geniigt es, wenn das Quadrat 
des arithmetischen Mittels |@m| der Betrage des 
Reflexionsfaktors iiber der Leitungslainge der Be- 
dingung lom|? <1 (4) 
folgt. 


424. 
homogene inhomogene homogene 
Leitung Leitung Leitung 
L'(x/L), R'(x/1) 
V4 
G(x/1),C(x/1) 
=0 x1 ait 
Bild 1. Inhomogene Leitung zwischen zwei homogenen Lei- 


tungen. 


Bo.invDER behandelt nur Leitungen, die am EKin- 
gang und Ausgang angepaBt sind. In diesem Fall 
wird der Ausdruck fiir den Reflexionsfaktor am 
Eingang besonders eintach 

all 
—21f y(ajl) a (a/l) 

4 d(x/l) , 


1 
oi = i P(z/l)e (5) 


wobei der Index i darauf hinweisen soll, daB er durch 
die Inhomogenitat entsteht. Zur Untersuchung sei 
Gl. (5) um- und ausgeschrieben fiir den allgemeinen 
Fall, daB der Wellenwiderstand Z und das Ausbrei- 
tungsmaB y = « + jf komplex, orts- und frequenz- 
abhangig sind: 


1 


ee fleens 


all 
-sifaunae] 
0 : 


(6) 


afl 
=2j if B(ax|l) d(a/l)—@ p|2 
-e y (a/l) . 


Fiir eine bessere Ubersicht seien einige Abkiirzun- 


gen eingefihrt: 
1 


mittleres DampfungsmaB: apy = f x (a/l) d(a/l), (7) 
d 


mittleres PhasenmaB: 


1 
Bm = J B(a|l) d (ell), (8) 
mittlere Phase der Reflexionsquelle: 


gem = 5 lpr(ell=0) + pprlall=1), (9) 


1. elektrische Koordinate: 
1 


me ie 


al 
x { J B(z[d) Aah) — 5 [p(all) — pp (a/l = 0)] rf 


2. elektrische Koordinate: z= w — Ze, (11) 


Nullpunktsverschiebung vom Eingang in die 
trische Mitte der Leitung: 


(12) 
Ze = G77 {fm —$ [prleall =0) — gp (ell nit, 
effektive Reflexionsquelle: 
afl 
Pepe tenpaie (x/l)/dz. (13) 
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Damit erhalt Gl. (6) die Form 


Ze 
aH j —2jz:27rl/a 
yar, te ts |e Por (c) ee eZee) 
—Ze 
Mit 
—jpbm+i?pm cA. ; 
Oi = OPisym © iB Se A d. h. |Cisym| — |oi| ? 


entsteht ein Paar von Fouriertransformierten Per¢(z) 

und ¢isym(2l/A), das dem von Bournver fiir verlust- 

lose Leitungen aufgestellten Paar formal entspricht. 
Ist eine Fehlanpassung durch den Reflexionsfak- 

tor ge am Ende der Leitung gegeben, so erhalt man 

aus dem Lésungsansatz (3) 

e=ecee + a. (15) 
Gl. (15) gilt streng, wenn Per (z) = 0 ist. Der 

dann iibrigbleibende Ausdruck werde mit 0, be- 

zeichnet : 

—2(tm+j Pm! 


0x = Gee (16) 


Gl. (15) gilt angenadhert im Rahmen der Annahme 
lom|? <1, wenn Perr (z) + 0 ist. Da Leitungen ohne 
Verluste den Betrag des Reflexionsfaktors vom Aus- 
gang unverandert in den Kingang iibertragen, muB 
auch |0e|? < 1 sein. Treten jedoch hohe Verluste auf, 
die die hin- und riicklaufende Welle stark dampfen, 
so kann selbst bei 9e = + 1 das Quadrat des tiber 
der Leitungslange gemittelten Betrages des Re- 
flexionsfaktors wesentlich kleiner als eins bleiben. 


100 


U/A10= 027 


20 74 
Bee ay! 
D As ey 
0 <a 
0) 0,25 0,50 075 1,00 
x/ | ——> 


Bild 2. Betrag des Reflexionsfaktors |9| in Abhingigkeit 
von der geometrischen Koordinate 2/l fiir eine in- 
homogene Leitung mit einem ortsabhingigen Ver- 
lustwinkel des Queradmittanzbelags bei verschie- 
denen bezogenen Lingen. 


In Bild 2 ist der auf den Wellenwiderstand an der 
betreffenden Stelle bezogene Reflexionsfaktor 9 iiber 
der Leitungslinge bei mehreren Frequenzen fiir 
eine inhomogene KurzschluBleitung mit einem zu- 
lassigen Reflexionsfaktor lezm| = 10% aufgetragen. 
Man erkennt, dafs oberhalb der bezogenen Grenz- 
lange (geometrische Leitungslange/Wellenlange !) 


1 Die mit ,,10“ indizierten GréBen sind an der Stelle 
a/l < 0 vorhanden, 


. 


\ 
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(1/A10)¢ = 0,275, bei der zum erstenmal der zulis- 
sige Reflexionsfaktor unterschritten wird, das Qua- 
drat des mittleren Reflexionsfaktors in der GréBen- 
ordnung von |om|? = 9,67% liegt. NaturgemaB ist 
die Voraussetzung nach der Ungleichung (4) besser 
erfiillt bei kleineren zulassigen Reflexionsfaktoren. 

oi und ox beschreiben nur dann den vor der 
Dampfungsleitung auftretenden Reflexionsfaktor 
010, wenn der Eingangswelenlwiderstand Z, nach 
Betrag und Phase gleich dem Wellenwiderstand Zo 
der anschlieBenden Leitung ist. Im allgemeinen ist 
ein Wellenwiderstandssprung am Hingang zu beach- 
ten, der eine Umrechnung von 9 in 010 erforderlich 
macht. GemaB der Ableitung nach BoLINDER ist der 
Reflexionsfaktor @ an der Stelle x auf den dort vor- 
handenen komplexen Wellenwiderstand bezogen. 


ad nee 41 — 410 + 0(4Z1 + Zio) 
Zi + Zi0 + 0(Z1 — Zio) 
Fiihrt man den komplexen Reflexionsfaktor oy 


allein infolge des Wellenwiderstandssprunges am 
Hingang ein, 


(17) 


(18) 


so erhalt man mit der Naherung poy <1 den Aus- 
na o10 = ow + 0. (19) 


Der Fehler der Naherung 0 oy < 1 bleibt wesent- 
lich kleiner als der, der durch die mangelhafte Er- 
fiillung der Forderung |om|? < 1 ohnehin besteht. 

Der gesamte durch die Dampfungsleitung ver- 
ursachte Reflexionsfaktor 019 ist also durch die 
Summe von drei Vektoren in der GauBschen Ebene 
naherungsweise zu beschreiben: 

010 = Ow + Gi + Ox: (20) 

2. Inhomogene Leitungen mit ortsunabhingigem 

Verlustwinkel des Queradmittanzbelags zwischen 
zwei Leitungen gleichen Verlustwinkels 


Inhomogene Leitungen, deren Langsimpedanz- 
belag ortsunabhangig ist und deren Queradmittanz- 
belag einen ortsunabhangigen Verlustwinkel besitzt, 
sind “mathematisch relativ einfach zu behandeln, da 
die Frequenz- und Ortsabhangigkeit des Wellen- 
widerstandes und des Ausbreitungsmafes getrennt 
durch je zwei Faktoren ausgedriickt werden konnen: 


Z (x/l, w) 10 ( ) + jf10( jw) 
Z10(@) y (2/1, o) 
Die Phase der Reflexionsquelle wird pp = 180°. 
Die iiber das PhasenmaB definierte elektrische Ko- 
ordinate w ist auch durch das Dampfungsmaf 


auszudriticken : 
al al 


| aay te ee [ a(elh ace. 22) 


m } g(x/l) m “10, 
0 0 


(21) 


g (x/l) = 


i — 


27 


i / Bao! ist der Frequenzmafstabsfaktor, 


wobei 7 die mittlere Wellenlange auf der inhomo- 
genen Leitung ist. 
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Kine weitere entscheidende Vereinfachung tritt 
auf, wenn der Verlustwinkel auf der inhomogenen 
Leitung und den beiden angrenzenden Leitungen 
gleich groB ist, d.h., wenn ow und g¢ reell und fre- 
quenzunabhangig stud: In diesem Fall ist die Er- 
mittlung des bezogenen Wellenwiderstandes g (2/2) 
zu einer vorgegebenen Ortskurve des Eingangs- 
reflexionsfaktors 019 mit Hilfe einer Fouriertrans- 
formation und einer Koordinatentransformation 
moelich. 

Die Ergebnisse der Fouriertransformation fiir 
verlustlose inhomogene Leitungen mit ortsunab- 
hangigem PhasenmaB kénnen fiir inhomogene Lei- 
tungen mit ortsunabhangigem Verlustwinkel des 
Queradmittanzbelags iibernommen werden. Die 
Reflexionsquellen werden als effektive Reflexions- 
quellen aufgefaBt, d.h. die geometrische Koordi- 
nate x/l wird durch die elektrische w ersetzt. 
Schwierigkeiten kénnen auftreten, wenn von der 
bekannten Pere (w)-Funktion auf die unbekannten 
Abhangigkeiten der Leitungsgré8en von der geo- 
metrischen Koordinate geschlossen werden soll. 

KLOPFENSTEIN [2] hat den optimalen Verlauf des 
Reflexionsfaktors und die zugehérigen Ortsabhangig- 
keiten fiir eine inhomogene Leitung mit ortsunab- 
hangigem PhasenmaB, d. h. mit m = 1, angegeben. 
Ks ist 


ih Tl 2 —jm-2rl/Ayo oe 
010 = |@zui| cos = m) — A®e eee) 


Zur Vermeidung einer angenaherten Erfiillung 
der Grenzbedingungen der Wellenwiderstands- 
funktion ist es zweckmaBig, 019 in die drei Vektoren 
nach Gl. (20) zu zerlegen: 


ow= 5 (24) 
1 —2jm-2rllAro oR 
Ox = 5 |@zuil e a2) 
[{2rl 2 
i= 10 cos m A2 ? 
= eeul| Il Axo (26) 
endo 21 Py jm: 2rllAyo 
10 


01 = 03 eS —jm-:2rl/Aro 
i — QYisym ‘ 


Die zu @isym gehorende Fouriertransformierte 
lautet 
h|AV1—@ 2w — 1)?| 
A i= (2w — 1)2 , 


A2+ (27) 


Pett(w) = |@zul 


Der Betrag des zulassigen Reflexionsfaktors mul 
in alle Gleichungen negativ eingesetzt werden, wenn 
das durch die Wellenwiderstiinde der angrenzenden 
Leitungen am Ausgang Zo und am Hingang 20 
definierte effektive Ubersetzungsverhaltnis 


tiett = Z20/Z10 (28) 


kleiner als eins ist. I, ist die modifizierte Besselsche 
Funktion erster Ordnung. 


4.26 


Zur Aufhebung des Dampfungseinflusses mul 
die Reflexionsquelle P(w) gegen das Leitungsende 
erhéht werden. Mit Gl. (13) und (22) wird 
kid Zw) 

2 dw a (29) 

21 f a (a/l) d (x/l) 
= Pest (w) e 0 = 


P(w) 


Mek (w) gaculne , 

Die Gesamtdimpfung ag = 2«19/m fiir die hin- 
und zuriicklaufende Welle des Transformations- 
stiickes muB bekannt sein oder angenommen 
werden. Grundsatzlich ist diese Angabe nur fiir eine 
Frequenz moglich, da «19 und m frequenzabhangig 
sind. Im Bereich kleiner Verlustwinkel kann man 
jedoch in erster Naéherung mit den Grenzwerten bei 
unendlich hohen Frequenzen rechnen. Mit .dgoo 
= Gio Ziolm erhalt der Wellenwiderstand in Ab- 
hangigkeit von w die Form 


r [4 [i= @w-1))] ,Ag00 
AJi-@w-1? 


w 
dw 


2 | lozm| A* 
0 


(30) 


Z, ist der Wellenwiderstand im Eingang der in- 
homogenen Leitung, Z2 im Ausgang. Aus Gl. (24) 
und (25) gewinnt man 


1 
Zy l= ry Ozu1 | 
=—— = ‘ (31) 
Z10 as | 

5 Ozul 

ib 
Z, ae 9° Ozul| € 
—— (32) 
Zo 1 
Aa ditcoa pat 


Aus den Gl. (30) und (32) erkennt man, daB sich 
das effektive Ubersetzungsverhaltnis sehr stark mit 
der Gesamtdimpfung ag andert. Fir bestimmte 
Paare von |0zui| und ag, z. B. |ozm| = 10% und ag 
= 2,99573, tritt der interessante Grenzfall einer 
leerlaufenden oder kurzgeschlossenen inhomogenen 
Dampfungsleitung auf, deren Ortskurve des Ein- 
gangsreflexionsfaktors die KLOPFENSTEINsche Form 
hat. 

Aus den Gl. (21) und (22) ist eine Beziehung 
zwischen der geometrischen und der elektrischen 
Koordinate abzuleiten: 


Ww 


w Z(w) : 
ae mf Z dw = m | g(w) dw. 


4/10 


(33) 


Da die effektive Reflexionsquelle nach Gl. (27) nur 
zwischen 0 < w < 1 definiert ist, mu8 cil = 1 fur 
w = 1 werden. Damit ist der Frequenzmafstabs- 
faktor gegeben durch 


A10 bef il 


7 1 
f g(w) dw 
0 


m= 


(34) 


Mit den bekannten Funktionen a/l = f(w) baw. 
w = f(a/l) steht der Ermittlung der Ortsfunktion 
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g(a/l) und der iibrigen LeitungsgroBen nichts mehr 
im Wege. 

Leider sind die beiden Integrale in den Gl. (30) 
und (33) nur numerisch zu lésen. Die Unbekannten 
unter den GroBen |@zu1|, tert, GioZ10, A, Agoo, mund 1 
kénnen nur durch ein iteratives Verfahren ermittelt 
werden. 

Ist beispielsweise ein Transformationsstiick mini- 
maler Baulinge fiir einen bestimmten zulassigen 
Reflexionsfaktor |0,ui|, fiir ein festes Ubersetzungs- 
verhiltnis de: und fiir ein vorgegebenes Dampfungs- 


ma 5 Gio Zio der angrenzenden Leitung gesucht, 


so mu der Rechnungsgang mit verschiedenen 
Werten von dgoo und A wiederholt werden, bis sich 
die gewiinschten Verhaltnisse einstellen. 

Es ist zweckmaBig, vor Beginn der Iteration eine 
Abschatzung von ago. mit Hilfe der Werte von / und 
m vorzunehmen, die eine optimal kurze Leitung 
mit einem ortsabhangigen dielektrischen Belag ohne 
Verluste fiir die gleichen Forderungen an |@zui| und 
tiere besitzt. Im Sonderfall eines unendlich groBen 
bzw. unendlich kleinen Ubersetzungsverhaltnisses 
kann ag nach Gl. (32) bestimmt und allein durch 
Anderungen der GréBe A das vorgegebene Damp- 
fungsmaB der an den EKingang grenzenden Leitung 
angenahert werden. A muB um so groBer sein, je 
kleiner das DampfungsmaB am Eingang ist. 

Die umfangreichen numerischen Rechnungen 
wurden mit Hilfe des elektronischen Rechners 
IBM 650 durchgefiihrt. Die modifizierten Bessel- 
schen Funktionen erster Ordnung in Gl. (30) wurden 
nach REHwaALD [3] durch hyperbolische Funk- 
tionen angenahert. 

Die numerische Integration in Gl. (30) erfolgte 
mit 400 Streifen und die in Gl. (33) mit 200 Streifen. 

Die Ergebnisse wurden ausgeliefert fiir eine Nach- 
bildung der inhomogenen Leitung aus 100 elektrisch 
gleich langen bzw. geometrisch gegen das Leitungs- 
ende kiirzer werdenden, homogenen Leitungs- 
abschnitten, deren Kapazitaéts- und Ableitungs- 
belage durch die Sollwerte der inhomogenen Leitung 
in den elektrischen Mitten der Abschnitte festgelegt 
sind. 

Die Ortskurven des Eingangsreflexionsfaktors der 
Anwendungsbeispiele wurden auf Grund dieser 
Werte durch Multiplikation von Kettenleiter- 
matrizen der 100 homogenen Leitungsabschnitte 
bestimmt. 


3. Diskussion der Anwendungsbeispiele 


Die Parameterkombination I mit \@zul| == 10975 
A = 2,993 und ago = 10-8N liefert eine optimal 
kurze Leitung zur Transformation im Verhaltnis 
tert = 1/7,389 durch einen praktisch verlustlosen 
dielektrischen Belag. Die bezogene Grenzlange als 
Verhaltnis der Baulange 1 zur langsten Wellenlange 
Aio, von der an der Kingangsreflexionsfaktor zulas- 
sig groB bleibt, betraigt (1/A10)¢ ~ 0,219. In den Bil- 
dern 3 und 4 sind der bezogene Wellenwiderstand g 
und die Reflexionsquelle P in Abhangigkeit von der 
elektrischen und geometrischen Koordinate auf- 
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0) 0,25 050 0,75 1,00 


Bild 3. Gegeniiberstellung des bezogenen Wellenwiderstan- 
des g = Z/Zi9 in Abhangigkeit von der elektrischen 
und geometrischen Koordinate fiir die Parameter- 
kombination I; |ozm| = 10%; A = 2,993, agoo = 
10-8 N, tierp = 1/7,389, m = 2,312. 


(0) 025 050 075 100 
w, x/l — 


Bild 4. Gegeniiberstellung des Betrages der Reflexionsquelle 
P in Abhangigkeit von der elektrischen und geo- 
metrischen Koordinate fiir die Parameterkombi- 
nation I; Werte wie bei Bild 3. 


getragen. Die mit den ermittelten Ortsabhangigkei- 
ten berechnete Ortskurve zeigt Bild 5. Im Bereich 
des zulassigen Reflexionsfaktors wird sie recht gut 
durch die nach Gl. (23) mit m = 2,312 angenahert. 
Die Abweichungen sind nicht durch den Ubergang 
von der elektrischen auf die geometrische Koordi- 
nate bedingt, sondern werden durch die Ungenauig- 
keit der Fouriertransformierten nach Gl. (27) erklart. 

Die Parameterkombination IT enthalt gegeniiber 
I nur eine wesentlich hédhere Gesamtdampfung agoo 
— (,6912N durch Verluste im dielektrischen Belag. 
Das effektive Ubersetzungsverhiltnis fallt auf ders 
= 1/17,883 und der FrequenzmaBstabsfaktor steigt 
an auf m — 2,639 (Bild 6). Die bezogene Grenzlange 


liegt bei (//A10)¢ = Vem 


“st de tiie ae NT Wry 


Re ea 
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Bild 5. Ortskurve des Eingangsreflexionsfaktors 919 einer 
optimal kurzen, praktisch verlustlosen inhomogenen 
Leitung mit einem ortsabhangigen dielektrischen 
Belag fiir die Parameterkombination I; Werte wie 
bei Bild 3. 


6) 025 0,50 075 1,00 
x/| —e 


Bild 6. Bezogener Wellenwiderstand g = Z/Zio fiir die 
Parameterkombination IT; |ozu1| = 10%, A = 2,993, 
Agoo = 0,6912 N, tier = 1/17,883, m = 2,639. 
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20 
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Bild 7. Ortskurve des Eingangsreflexionsfaktors 010 einer in- 
homogenen Leitung mit ortsabhangigem Verlust- 
winkel des Queradmittanzbelags zwischen zwei Lei- 
tungen gleichen Verlustwinkels nach der Parameter- 
kombination IT; Werte wie bei Bild 6. 
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Innerhalb des Bereichs des zulassigen Reflexions- 
faktors unterscheiden sich die Ortskurven nach den 
Parameterkombinationen T und UL in den Bildern 5 
und 7 hauptsichlich durch die Frequenzmabstibe. 

Bei sehr niedrigen Frequenzen andert sich der 
Betrag des Reflexionstaktors ungewéhnlich stark, 
da auf den frequenzabhingigen Wellenwiderstand 
der angrenzenden Leitung Zo bezogen wird, 


alx/t) 


Qs0 


xt 


Bild 8. Bezogener Wellenwiderstand g = 2/2, fiir die 
Parameterkombination U1: Jesu} = 10°, - 


Bow = 3, Rear > Q, wm = 2,178. 
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Bild 9. Ortskurve des Eingangsreflexionsfaktors @)9 einer 
optimal kurzen inhomogenen Leitung mit orisunab- 
hangigem Verlustwinkel des Queradmittanzbelags 
awischen axwei Leitungen gleichen Verlustwinkels 
nach der Parameterkombination ILL; Werte wie bei 
Bild 8. 


Die Parameterkombination U1 mit | ear) = 10%, 
A = 2 und dge = SN fiihrt auf ein praktisch un- 
endlich Kleines effektives Ubersetzungsverhiltnis, 
doh. auf einen AbschluB mit einem RKurzschlu8 
(Bild 8). Die Voraussetzung der Kiorrensrern- 
schen Dimensionierungsvorschrift | oy |? <1 wird also 
nicht mehr so gut erfiillt sein wie bei kleineren Ge- 
samtdaimpfungen @g. Trotadem sind die Abweichun- 
gen der Ortskurve in Bild 9 gegeniiber der nach 


‘ "4 


wee ce 


Reflexionsfaktors und besonders gegen hohe Fre- 


Ql. (23) mit m = 2,178 im Bereich des zulassigen 
eye ‘ > 
quenzen, wenn die Grenzdiimpfung praktisch er-_ 


reicht ist, nicht wesentlich. Die bezogene Grenzlinge - 


liegt bei (l/Aio)g © 0,155. 


4. Zusammentassung Se 


Kine Erweiterung der Borryperschen Theorie 
erlaubt die Darstellung des Eingangsreflexions- 


»q 
< 


faktors 019 als die Summe von drei Faktoren: — 


010 = Ow + Qi + Ox- 


Ow ist der Reflexionsfaktor infolge des Wellenwider-_ 


standssprunges am Eingang, 


| o; ist der Reflexionsfaktor des ortsabhingigen ‘ 


: j2ni/a—j 
Queradmittanzbelags (oisym = 01 €° wl 1 Pe 


ox ist der Reflexionsfaktor infolge des Abschlusses 
der Dampfungsleitung. 


Die Kuoprensterysche Dimensionierungsvor- 
schritt fiir einen verlustlosen Transformator orts- 
unabhingigen PhasenmaBes und minimaler Bau- 
linge wird erweitert auf inhomogene Leitungen mit 
einem ortsunabhangigen Verlustwinkel des Quer- 
admittanzbelags. 

Die Fouriertransformierte von @isym Wird an- 
gegeben. Sie hat den gleichen Verlauf iiber der elek- 
trischen Koordinate wie die nach KLOPFENSTEIN 
liber der geometrischen Koordinate fiir verlustlose 
Leitungen mit ortsunabhangigem PhasenmaB. Mit 
den optimalen Werten von oy und ox werden die 
Grenzbedingungen der Wellenwiderstandsfunktion 


formuliert. Bei der Annahme kleiner Verlustwinkel 


wird eine Beziehung zwischen der elektrischen und 
der geometrischen Koordinate abgeleitet und durch 
zwei numerische Integrationen die optimale Orts- 
abhingigkeit des Kapazitats- und Ableitungsbelags 
in normierter Form ermittelt. 

Die Anwendungsbeispiele zeigen, daB ein solches 
Transformationsstiick mit HochpaBcharakter selbst 
bei unendlich groBen bzw. kleinen effektiven Uber- 
setzungsverhaltnissen erheblich kiirzer sein kann 
als 1/4 der Wellenlange auf der an den Eingang 
grenzenden Leitung. 

Inwieweit das Verfahren auf Leitungen mit einem 
ortsabhangigen Verlustwinkel, die am Ende kurz- 
geschlossen sind und am Eingang an eine verlust- 
lose Leitung grenzen, erweitert werden kann, wird 
in einem getrennten Aufsatz untersucht. 


Herrn Professor Dr.-Ing. habil. O. ZINKE méchte 
der Verfasser herzlich danken fiir die Anregung zu 
dieser Arbeit und sein forderndes Interesse. Ferner 
gilt der Deutschen Forschungsgemeinschaft Dank 
tir die Bereitstellung der finanziellen Mittel. 
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; Nach einer Zusammenstellung der Anforderungen, die an eine periodisch-magnetische Fokus- 
sierungsanordnung seitens der Hochfrequenz und der Elektronenoptik gestellt werden, wird mit 
Hilfe eines Verfahrens, das auf der Analogie der beiden Gleichungen B = WH und i = cE be- 
ruht, gezeigt, daB bei hdheren Frequenzen eine Fokussierungsanordnung, bestehend aus radial 
magnetisierten Magnetringen, gewisse Vorteile hinsichtlich des Magnetarbeitspunktes gegeniiber 


‘den oft verwendeten axial magnetisierten Magnetringen besitzt. Der Feldstarkeverlauf auf der 


Rotationsachse von radial magnetisierten Magnetringen und die Abhangigkeit der maximalen 
Feldstarke von den Magnetdimensionen werden graphisch dargestellt. Die einzenen Magnetringe 
werden zu einer periodischen Fokussierungsanordnung zusammengeschaltet, die Feldstiirke- 
erhdhung in Abhangigkeit von der Geometrie der Fokussierungsanordnung wird angegeben. 


The demands are listed which RF engineering and electron optics place on a periodical magnetic 
focusing device; by means of a procedure based on the analogy of the two equations B = «H 
and i = cE it is shown subsequently that, with regard to the working point of the magnet, a 
focusing device consisting of radially magnetized annular magnets will exhibit certain advantages 
over the often employed axially magnetized annular magnets at higher frequencies. The field 
pattern on the axis of rotation of radially magnetized annular magnets and the dependence of 
the maximum field strength on the dimensions of the magnet are plotted. The individual annular 
magnets are connected up to a periodic focusing device and the increase in field strength is given 
as a function of the geometry of the focusing arrangement. 


1. Einleitung 


Zur Fokussierung des Elektronenstrahles in 
Wanderfeldréhren werden heute in zunehmendem 
Ma8e periodisch-magnetische Wechselfelder ver- 
wendet [4]—[12]. Diese Wechselfelder werden viel- 
fach durch permanentmagnetische Ringmagnete er- 
zeugt, die derart hintereinander geschaltet werden, 
daB sie eine magnetostatische Linsenkette bilden. 

Die Ringmagnete kénnen sowohl axial als auch 
radial magnetisiert sein. Es zeigt sich, daB bei sehr 
kleiner Magnetlange der Arbeitspunkt des bis heute 
fast ausschlieBlich verwendeten axial magnetisier- 
ten Magnetringes in die Nahe der Koerzitivfeld- 
starke zu liegen kommt [1]—[3]. In diesem Gebiet 
sind auftretende Feldstaérkeanderungen, hervor- 
gerufen durch Fremdfelder oder Temperaturschwan- 
kungen, im allgemeinen stark irreversibel. Es wird 
nun im folgenden gezeigt, daB radial magnetisierte 
Magnetringe kleiner Magnetlange hinsichtlich ihres 
Arbeitspunktes giinstiger sind. Sie besitzen somit 
fiir eine periodisch-magnetische Fokussierungsan- 
ordnung gegeniiber axial magnetisierten Magnet- 
ringen gewisse Vorteile. 


2, Anforderungen an das periodisch- 
magnetische Fokussierungssystem 


Die Theorie der Wanderfeldréhren zeigt, dafs bei 
konstanter Strahlperveanz Ps = 1/U{!* (J Strahl- 
strom, Up Strahlspannung), konstantem Wendel- 
parameter ya und konstantem Verhaltnis von mitt- 
lerem Strahlradius 79 zu Wendelradius a das Pro- 
dukt aus dem Maximalwert der magnetischen In- 


duktion B auf der Achse und der Wellenlinge / 


konstant sein muB [12]: 


_ eo V2 7? (r0\? 2 6272 
PS arcs Wilh A eet 


(1) 


In Gl. (1) ist 
E0 die Dielektrizitatskonstante des Vakuums 
= 8,86 - 10-14 As/Vcm, 


74 = e/m das Ladung/Masse-Verhaltnis eines Elek- 
trons = 1,756 - 1015 em?2/Vs?, 


c die Lichtgeschwindigkeit = 3 - 101° cm/s. 


Die Theorie der periodisch-magnetisch fokussier- 
ten Wanderfeldréhre [4]—[12] zeigt weiter, da bei 
konstanter Strahlspannung Uo der Magnetfeldpara- 
meter «, der ein MaB fiir die Amplitude der periodi- 
schen Strahlaufspreizung ist, nur dann konstant 
bleibt, wenn das Produkt aus dem Maximalwert des 


Magnetfeldes B und der Periodenliinge L konstant 


1st: 
n sees 
= See Bey a 2 
oS MED, ] 


Die Gl. (1) und (2) sagen aus, da® fiir konstantes 
P,, Up und « beim Ubergang zu héheren Frequen- 
zen die zur Strahlfokussierung erforderliche Induk- 
tion B unter gleichzeitiger Verkiirzung der Perioden- 
lange L ansteigen mu. Zur Veranschaulichung ist 
in Bild 1 der Magnetfeldverlauf auf der Rotations- 
achse fiir zwei verschiedene Frequenzen dargestellt. 
Gleichzeitig mit der Periodenlainge L wird auch die 
Magnetlange ly kleiner. 

Im allgemeinen benutzt man zur Erzeugung eines 
periodisch-magnetischen Wechselfeldes axial ma- 
gnetisierte Magnetringe, an deren Stirnflachen Pol- 


Bild 1. Magnetfeldverlauf auf der Rotationsachse fiir zwei 
verschiedene Frequenzen f. 


schuhe aus hochpermeablem Metall angebracht sind. 
Die Magnete werden so axial hintereinandergeschal- 
tet, daB sich jeweils gleichnamige Magnetpole gegen- 
tiberstehen (siehe Bild 2). 


: Rotationsachse 


Bild 2. Beispiel einer periodisch-magnetischen Struktur mit 
axial magnetisierten Magnetringen. 
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Bild 3. Arbeitspermeabilitaét wa in Abhangigkeit von der 
Magnetlange J); bei axial magnetisierten Magnet- 
ringen, Oxit 100. 


Wie Bild 3 zeigt, sinkt mit abnehmender Magnet- 
lange ly auch die Arbeitspermeabilitét va. Die in 
Bild 3 dargestellten Kurven wurden durch Messun- 
gen an einem als Analogrechner arbeitenden Wider- 
standsnetzwerk erhalten [13]. Die MeBmethode ist 
in [3] beschrieben. 

Durch die Abhangigkeit der Arbeitspermeabili- 
tat “a von der Magnetlange ly liegt der Arbeitspunkt 
des Magnets in der Nahe seiner Koerzitivkraft, wie 
Bild 4 zeigt. Gerade aber in der Nahe der Koerzitiv- 
kraft zeigen alle Magnetwerkstoffe eine mehr oder 
weniger groBe Neigung zu irreversiblen Feldstarke- 
anderungen, hervorgerufen durch Fremdfelder oder 
Temperatureinfliisse [14], die besonders beim Auf- 
bau von periodisch-magnetischen Fokussierungs- 
anordnungen oft stérend ist. Messungen am Wider- 
standsnetzwerk zeigen nun, dafi die Abhangigkeit 
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Bild 4. Arbeitspunkte von axial magnetisierten Magnet- 
ringen auf der Entmagnetisierungskennlinie von 
Oxit 100; ra/7i = 4. 


der Arbeitspermeabilitét , von der Magnetlange 
bei radial magnetisierten Ringmagneten grundsatz- 
lich anders ist als bei axial magnetisierten Ringen 
(vgl. Bild 5). 


ly /ry —_> 


Bild 5. Arbeitspermeabilitét wa in Abhangigkeit von der 
Magnetlange Jy, bei radial magnetisierten Magnet- 
ringen; Oxit 100. 


Bild 5 zeigt, daB fiir abnehmende Magnetliange ly 
die Arbeitspermeabilitat ua, ansteigt. Damit ent- 
fernt sich der Magnetarbeitspunkt von der Koer- 
zitivkraft und ist somit weniger empfindlich gegen 
irreversible Feldstarkeanderungen (siehe Bild 6). 


2000 
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Bild 6. Arbeitspunkte von radial magnetisierten Magnet- 


ringen auf der Entmagnetisierungskennlinie von 
Oxit 100; ra/ri = 4. 


Bild 7 zeigt einen Vergleich zwischen dem Aufbau 
einer periodisch-magnetischen Fokussierungsanord- 
nung mit axial und radial magnetisierten Magnet- 
ringen. Bei einer Fokussierungsanordnung mit axial 
magnetisierten Magnetringen liegen die ringférmi- 
gen Polschuhe jeweils zwischen zwei Magnetringen, 
bei einer radial magnetisierten Anordnung wird tiber 
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Bild 7. Fokussierungsanordnung mit axial (a) und radial (b) 
magnetisierten Magnetringen. 


die Magnetringe ein Eisenmantel geschoben; durch 
diesen Eisenmantel kann eine Fokussierungsanord- 
nung mit radial magnetisierten Magnetringen streu- 
armer aufgebaut werden als eine mit axial magneti- 
sierten Ringen. 


3. Die magnetische Feldstirke im Luftspalt 
eines radial magnetisierten Magnetringes 


In [3] ist ein Verfahren angegeben, mit dessen 
Hilfe es méglich ist, bei Kenntnis der Entmagneti- 
sierungskennlinie des verwendeten Magnetwerk- 
stoffes die magnetische Feldstirke in jedem Punkt 
des Luftspaltes zu bestimmen. Das Verfahren beruht 
auf der Analogie der beiden Gleichungen 


B=wH, by acy 


i=cE. (4) 
In den Gl. (3) und (4) sind 
B der Vektor der magnetischen Induktion, 
H der Vektor der magnetischen Feldstarke, 
uu die Permeabilitat, 
i der Vektor der elektrischen Stromdichte, 
E der Vektor der elektrischen Feldstarke, 
o die Leitfahigkeit. 
Man erhalt, wie in [3] ausfiihrlich beschrieben, fiir 
die Luftspaltfeldstarke Hy, die Beziehung 
Ay lyr 


aly, = 18x ck (5) 


In Gl. (5) ist 

Ey, die aquivalente magnetische Feldstarke in dem 
betrachteten Punkt des Luftspaltes in V/LE, wie 
sie mit Hilfe des bereits genannten Widerstands- 
netzwerkes [13] gemessen werden kann 
(LE Netzwerkmaschenweite), 

ly die Magnetlainge zwischen den Polen, 


B. 


Magnetarbeitspunkt 


He Hm 
—=—H 


Bild 8. Zur Bestimmung des Magnetarbeitspunktes; 
% = arc tan /la. 
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Um die aquivalente magnetische Spannung in V, 
Hy die magnetische Feldstiirke im Eisen. 


Die magnetische Feldstarke Hy im Hisen erhalt 
man als Schnittpunkt der Scherungsgeraden mit der 
Steigung fa = tan « und der Entmagnetisierungs- 
kennlinie nach Bild 8. 

Die Arbeitspermeabilitit folgt, wie in [3] abge- 
leitet, aus der Gleichung 


Gs | 
1 = wo = — 1) (6) 
a 

In G1. (6) ist 

fm die Steigung der Entmagnetisierungskennlinie 
im Arbeitspunkt, 

Gaq der aquivalente magnetische Gesamtleitwert, 
der am Widerstandsnetzwerk zwischen den 
Magnetpolen gemessen wird, 

Gmiq der dquivalente Magnetleitwert, der aus der 


Geometrie des Magnets berechnet werden 
kann. 


Zum Beispiel gilt fiir einen axial magnetisierten 
Magnetring 
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Bild 9. Verlauf der magnetischen Feldstarke auf der Rota- 
tionsachse von axial (a) und radial (b) magnetisier- 
ten Magnetringen; Oxit 100, ra/ri = 4, Im/ri = 2/8. 
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Mm 1(r2 — 17) 
Gm iq — 7 ON a : 7 


und fiir einen radial magnetisierten Magnetring 


wm ale 
Gnd a ON are 


(8) 


In den Gl. (7) und (8) ist 


bo die Permeabilitat des Vakuums 
410-2 Vs/ A cm, 
on die Netzwerkleitfaihigkeit; sic betragt bei dem 


le ote 
hier benutzten Netzwerk oy = a ata 


ra der MagnetauBenradius, 


ri der Magnetinnenradius. ‘ 


Mit Hilfe dieses Verfahrens wurde die magneti- 
sche Feldstiarke von axial und radial magnetisierten 
Magnetringen auf der Rotationsachse gemessen, 
Bild 9. Die Abmessungen beider Ringe sind gleich. 

Wahrend bei axial magnetisierten Ringen das 
Maximum der Feldstarke in der Mitte des Magnets 
liegt, befinden sich die Maxima beim radial magneti- 
sierten Ring etwa in der Gegend der beiden Stirn- 
flachen des Magnets. 
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Bild 10. Verlauf der magnetischen Feldstirke auf der Rota- 

tionsachse; —— Netzwerkmessung, —-— Messung 


mit der Hallsonde; ra/ri = 3,2, In/7i = 2/8. 


In Bild 10 ist der mit Hilfe einer Hallsonde ge- 
messene Feldstarkeverlauf mit dem am Wider- 
standsnetzwerk gemessenen Verlauf verglichen. Der 
zur Messung verwendete radial magnetisierte Ring- 
magnet konnte mit der verwendeten Magnetisie- 
rungsanlage nicht bis zur Sattigung gebracht wer- 
den, so daf der gemessene Maximalwert kleiner ist 
als der errechnete. 

Die auf der Rotationsachse auftretenden Maxi- 
malwerte der magnetischen Luftspaltfeldstarke sind 
in Bild 11 als Funktion der Magnetabmessungen so- 
wohl fiir axial als auch fiir radial magnetisierte 
Magnetringe dargestellt. Man erkennt, da8 der radial 
magnetisierte Magnetring oberhalb eines bestimm- 
ten Radienverhaltnisses eine groBere Luftspaltfeld- 
stirke auf der Rotationsachse erzeugt als ein gleich 
groBer axial magnetisierter Ring. 
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Bild 11. (a) Maximale magnetische Feldstarke auf der Rota- 
tionsachse eines Ringmagnets in Abhangigkeit 
von den Magnetabmessungen. 


(b) die zugrunde gelegte Entmagnetisierungskenn- 
linie von Oxit 100. 


4. Der radial magnetisierte Ring mit Eisenring 


Unter einem radial magnetisierten Magnetring 
mit eingelegtem Eisenring soll eine Anordnung nach 
Bild 12 verstanden werden. 
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Bild 12. Magnet mit Hisenring. 


Rotationsachse 


Kine solche Anordnung erméglicht es, die magne- 
tische Feldstirke auf der Rotationsachse im Fall 
vorgegebener Magnetdimensionen r/rj und Iy/rji zu 
erhdhen. Bild 13 zeigt diese Feldstarkeerhéhung in 
Abhangigkeit von den Ring- und Magnetdimen- 
sionen. 

Ist dagegen ein kleinster Innenradius vorgegeben, 
wie z. B. in einer Fokussierungsanordnung fiir Wan- 
derfeldréhren durch den aéuBeren Glasdurchmesser, 
so kann eine hdhere Feldstiarke erreicht werden, 
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Bild 13. Zur Erhéhung der Feldstarke durch einen Fisen- 


ring; —— Netzwerkmessung, -—— Messung mit der 


Hallsonde; ra/ri = 3, (fire maximale Feldstarke 
auf der Rotationsachse eines Ringmagnets mit 
Hisenring). 


wenn der Hisenring fortgelassen und der Innendurch- 
messer des Magnets so klein wie méglich gemacht 
wird. 

Bild 14 zeigt die Feldstarkeverkleinerung eines 
Ringmagnets mit LEisenring, wenn der Innen- 
durchmesser, z. B. durch das Glasrohr einer Wan- 
derfeldréhre, vorgegeben ist. 
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Bild 14. Zur Verkleinerung der Feldstarke durch einen 
Eisenring, 7a/7i = 3. 


5. Feldstiirkeerhéhung durch Zusammenschaltung 
radial magnetisierter Magnetringe 


Soll aus denim Abschnitt 3 beschriebenen Magnet- 
ringen eine zur Fokussierung von Elektronenstrah- 
len geeignete Fokussierungsanordnung gebaut wer- 
den, so miissen die einzelnen Magnetringe in der in 
Bild 7b gezeigten Art zusammengeschaltet werden. 
Bei dieser Zusammenschaltung andert sich der Luft- 
spalt des Magnets und damit seine Arbeitsperme- 
abilitat a bzw. die magnetische Feldstarke Hy im 
Eisen. Gleichzeitig andert sich der Verlauf der ma- 
gnetischen Aquipotentiallinien im Luftspalt und da- 
mit die dquivalente magnetische Feldstarke Hy,. Soll 
z. B. die magnetische Feldstarke auf der Rotations- 
achse eines Fokussierungssystems erhéht werden, so 
muB nach GI. (5) das Produkt aus der magnetischen 
Feldstarke Hy im Eisen und der aquivalenten ma- 
gnetischen Feldstairke Ey, in dem interessierenden 
Bereich auf der Rotationsachse vergr6Bert werden. 
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Bild 15. Aquipotentiallinien fiir einen bzw. zwei zusammen- 
geschaltete Ringmagnete. 


Bild 15 zeigt den Verlauf der magnetischen Aqui- 
potentiallinien fiir einen bzw. zwei zusammen- 
geschaltete radial magnetisierte Magnetringe. Man 
erkennt an diesem Potentialbild, da8 das Potential- 
gefalle bei den durch den Polschuh verbundenen 
zwei Ringmagneten auf der Achse angestiegen ist, 
was mit einem Anstieg der aquivalenten magneti- 
schen Feldstarke Hy, gleichbedeutend ist. 

In Bild 16 ist der Verlauf der magnetischen Feld- 
starke auf der Rotationsachse der beschriebenen 
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Bild 16. Magnetische Feldstairke auf der Rotationsachse; 
— Netzwerkmessung, --— Messung mit der Hall- 
sonde; 7a/ri = 3,2, L/lm = 6, lu /7i = 2/8. 
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Magnetanordnung dargestellt. Das Maximum der 
magnetischen Feldstiirke befindet sich zwischen 
zwei Magnetringen, wiihrend es bei axial magne- 
tisierten Ringen in der Ebene des Ringmagnets 
liegt (vgl. Bild 9), Die Feldstiirkeerhéhung einer 
solehen Kombination gegeniiber der Feldstiirke 
eines einzelnen Ringes ist vom Abstand 1/2 der bei- 
den Magnetringe abhingig, dagegen nicht von der 
Wandstarke 9, — ", des Polschuhs, wenn das Pol- 
schuheisen ungesittigt ist und seine Permeabilitit 
als unendlich groB angenommen wird, wie es bei die- 
sen Messungen vereinfachend angenommen wurde, 


Bild 17. FeldstarkeerhShung durch Kombination von zwei 

5 . . > : 
Ringmagneten; Oxit LOO. ry iy 6. (Hip maxi- 
male Feldstarke auf der Rotationsachse bei der 
Kombination zweier Magnetringe mit Eisenmantel, 
Hy, maximale Feldstirke auf der Rotationsachse 
eines einzelnen Ringmagnets). 


In Bild 17 ist die Feldst&arkeerhéhung in Ab- 
hangigkeit von den Magnetabmessungen und dem 
Magnetringabstand dargestellt, Dieselbe Abhingig- 
keit der maximalen Luftspaltteldstarke vom Ab- 
stand der Magnetringe zeigt Bild 18; hierbei handelt 
es sich um Messungen, die mit der Hallsonde an 
radial magnetisierten Ringen vorgenommen wurden. 


0 A $ 
Oo ee 
Bild 18. Abhangigkeit der maximalen Magnetfeldstirke 
vom Abstand der Magnetringe; Oxit 100, rg/r 
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Die Bilder 17 und 18 zeigen, daB es fiir eine vor- 
gegebene Magnetringform, gegeben durch die Gré- 
Ben ra/r und Uy/ri, einen optimalen Abstand L/2 
zwischen den Magnetringen gibt. Optimal deswegen, 
weil die Feldstirkeerhéhung bei diesem Abstand 
einen Maximalwert erreicht. Das Zustandekommen 
eines Maximums kann unter Zuhilfenahme des Po- 
tentialbildes einer solechen Anordnung erklart wer- 
den (vgl. Bild 15). 

Bei einem sehr kleinen Magnetabstand L/2 findet 
did Feldstirkeerhéhung hauptsachlich im Luftspalt 
zwischen den Magneten statt und die Feldstarke- 
erhodhung Hiupi /H , auf der Rotationsachse kann so- 
gar kleiner als eins werden. Erst bei einem gréBeren 
Magnetabstand L/2 werden die Aquipotentiallinien 
auch auf der Rotationsachse verdichtet, so daB eine 
merkliche Feldstarkeerhéhung H rele i auftritt. Bei 
sehr groBem Abstand L/2 nimmt dann mit der Kon- 
zentration der Aquipotentiallinien auch die magne- 
tische Feldstirke auf der Achse ab. 


6. Periodisch-magnetische Fokussierungsanordung 
aus radial magnetisierten Ringmagneten 


Abschnitten 3 und 5 behandelten 
Magnetringe bzw. Magnetzellen miissen nun so zu- 
sammengeschaltet werden, da auf der Rotations- 
achse ein periodischer Magnetfeldverlauf erzeugt 
wird. Dieses kann dureh eine Anordnung nach 
Bild 19 geschehen. 


Die in den 


Ks zeigt sich nun, daB der Maximalwert ites der 
magnetischen Feldstarke auf der Achse und auch 
die Form des Magnetfeldverlaufes in groBem MaBe 
von der Geometrie der gesamten Fokussierungs- 
anordnung abhiangen. 


Eisenmante! - 
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Bild 19. Periodisch-magnetische Fokussierungsanordnung. 
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Bild 20. Verlauf der magnetischen Feldstarke auf der Rota- 
tionsachse eines periodise h-magnetischen Fokus- 
sierungssystems; Mg/ry = 6, Ay/ry = 1. 
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Feldstarkeverlauf und Maximalwerte der magnetischen Feldstarke auf der Rotations- 


Bild 21. 
achse in Abhangigkeit von der Geometrie der periodisch-magnetischen Fokussierungs- 


anordnung ; 


(a) L/ri = 4, (b) L/ri = 5, (Ce) L/r,; = 8 und (d) L/r; = 10. 
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Bild 20 zeigt den Verlauf der magnetischen Feld- 
stirke fiir zwei verschiedene Fokussierungssysteme, 
die sich lediglich in ihrer normierten Perioden- 
lange L/r; unterscheiden. Die verwendeten Magnet- 
ringe sind dieselben geblieben. Die Einsattelung des 
Feldstirkeverlaufes nach Bild 20b kann man sich 
aus der Uberlagerung zweier Feldstarkeverlaufe 
nach Bild 9b entstanden denken. 

Fiir die Entwicklung eines periodisch-magneti- 
schen Fokussierungssystems ist auBer der Kenntnis 
der maximalen Feldstarke H Lp auch der Verlauf der 
Feldstarke auf der Rotationsachse erforderlich. In 


Bild 21a—dist deshalb auBer dem Maximalwert Hl LP 
auch der jeweilige Verlauf der Feldstiarke fiir eine 
Halbperiode angegeben. 

Die Eigenschaften des periodischen Fokussie- 
rungssystems nach Bild 19 werden durch den ver- 
wendeten Magnetwerkstoff und durch die fiinf geo- 
metrischen Lingen ra, 7i, L, lm und 0a bestimmt 
(vgl. Bild 19). Bei der Berechnung der Kurven in 
Bild 21 wurde angenommen, da der Eisenmantel 
mit dem AuBenradius 0, fiir das magnetische Feld 
einen idealen Kurzschlu8 darstellt. Dieses wird in 
der Praxis annahernd erreicht, wenn die Wandung 
des Eisenmantels (03 — 7a) so stark ist, daB das 
hochpermeable Eisen noch nicht in der Sattigung 
betrieben wird. Die Wandstarke des Eisenmantels 
bleibt somit in Bild 21 unberiicksichtigt. 

Zur weiteren Reduzierung der Parameter wurden 
alle Langen auf den Innenradius 7; des Magnets 
bezogen. Dieses ist zulassig, weil die Feldstarke 
nicht von den absoluten Werten der Langen J, ra, 7; 
und Jy abhangt, sondern von ihren Verhaltnissen 
zueinander. Der Innenradius 7; wurde deshalb als 
Bezugsgr6Be gewahlt, weil dieser in der Praxis durch 
den auBeren Glasdurchmesser der Wanderfeldréhre 
meist vorgegeben ist. 


7. SchluBbemerkung 


AbschlieBend muf bemerkt werden, da sich 
nicht jeder Magnetwerkstoff fiir eine radiale Magne- 
tisierung eignet. Die groBen Energiewerte (B- H)max 
der heutigen Dauermagnete werden in vielen Fallen 
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dadurch erreicht, da diese in noch gliihendem Zu- 
stand eine magnetische Vorzugsrichtung erhalten, 
die meistens mit der Achse zusammenfallt. Diese 
Werkstoffe sind bei der Aufstellung ihrer magneti- 
schen Eigenschaften durch das Wort , anisotrop 
gekennzeichnet. Zur radialen Magnetisierung kom- 
men praktisch nur die ,,isotropen‘* Magnetmateria- 
lien in Frage, die sich leider nicht immer durch hohe 
Energiewerte auszeichnen. Es mu also von Fall zu 
Fall entschieden werden, ob fiir eine periodisch- 
magnetische Fokussierungsanordnung radial oder 
axial magnetisierte Ringe vorteilhafter zu verwen- 
den sind. 


Fraulein M. THomas danke ich fiir die zahlreichen 
am Widerstandsnetzwerk durchgefiihrten Messun- 
gen. 
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Heisenberg lat die Tatsachen sprechen und uns 
daran teilnehmen, was sie in physikalischer Betrach- 
tung philosophisch aussagen. Er yerabsolutiert nicht 
und bleibt stets kritisch um der wissenschaftlichen 
Forschung willen, die auf der Suche nach neuen 
Erkenntnissen ist, die alte Wahrheiten besser ver- 
stehen oder Einsicht in neue Wahrheiten geben 


konnen. 
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Das Buch bildet, wie der Verfasser selbst sagt, ein philo- 
sophisches Komplement zu W. Heisenbergs ,,Physik und 
Philosophie*. Dem Philosophen will es den notwendigen 
Anschlu8 an die neuen Erkenntnisse der Physik ermog- 
lichen, dem Physiker eine langentbehrte philosophische 
Fundierung seiner Probleme geben. Beiden gemeinsam 
ist ja das Streben nach Erkenntnis, die sich als allgemein- 
verbindlich denknotwendig erweist, also als unabhangig 
vom einzelnen erkennenden Menschen. 
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